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230500 «Социально-культурный сервис и туризм» дневной формы обучения в качестве 

руководства для выполнения контрольных заданий. 

 Данные методические указания содержат индивидуальные задания, состоящие из 

25 вариантов. Студент выполняет одну задачу из каждого задания с номером, 

соответствующим его варианту. По своему усмотрению преподаватель может 

использовать задания для проведения контрольных работ, самостоятельных работ, для 

домашних заданий. 

 Методические указания содержат краткие теоретические сведения. 

Теоретические вопросы могут быть использованы студентами для подготовки к зачету 

и экзамену. 

 Рекомендовано Редакционно-издательским Советом Ярославского 
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Введение 
 
 Изучение курса «Математика» начинается с освоения темы «Линейная алгебра», 

как одной из основополагающих тем современной математики. Студент знакомится с 

понятиями линейной алгебры; осваивает основные приемы решения практических 

задач, что способствует развитию четкого логического мышления.  

За время изучения курса студент должен приобрести:  

     –  умение использовать математический аппарат дисциплины при решении 

стандартных задач;  

     –  умение оперировать понятиями и методами дисциплины, используемыми в 

дальнейшей учебной и профессиональной деятельности.  
 

 
 Методические указания предназначены для студентов 1 курса исторического  

факультета ЯрГУ им. П.Г. Демидова, изучающих в рамках курса высшей математики 

тему «Линейная алгебра».  
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I. Матрицы и операции над ними 
 

Матрицей называется прямоугольная таблица чисел 
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Обозначения:  А – матрица,  - элемент матрицы, ija −i  номер строки, в которой стоит 
данный элемент, −j  номер соответствующего столбца; m – число строк матрицы, n – 
число ее столбцов. 
Матрица называется квадратной, если  m = n. Число n в этом случае называют 
порядком квадратной матрицы. Элементы  квадратной матрицы порядка 
n образуют ее главную диагональ. 

nna,...,a,a 2211

 Например,  – квадратная матрица третьего порядка. Главная 

диагональ матрицы 
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752 332211 === a,a,a . 
Матрицы одинаковой размерности называются равными, если у них соответственно 
равны элементы, стоящие на одинаковых местах. 
Матрица называется нулевой, если все ее элементы равны 0. 
Квадратная матрица называется единичной, если элементы, стоящие на ее главной 
диагонали, равны 1, а остальные равны 0. 

 Например, – нулевая матрица второго порядка,  – 

единичная матрица четвертого порядка. 
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Транспонированием матрицы называется операция, в результате которой меняются 
местами строки и столбцы с сохранением порядка их следования. В результате 
получается матрица   (может обозначаться ТA A′ ), называемая транспонированной по 
отношению к матрице А, элементы которой связаны с элементами А соотношением  
 a′ij = aji : 
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1. Линейные операции над матрицами 

 
Суммой матриц А и В одинаковой размерности m×n называется матрица С той же 
размерности, каждый элемент которой равен сумме элементов матриц А и В, стоящих 
на тех же местах: .n...,,j,m,...,i,bac ijijij 11 ==+=  
 
Пример 1.1. Найти сумму матриц  и . ⎟
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Решение. 
Вычислим элементы матрицы С = А + В, складывая элементы исходных матриц, 
стоящие на одинаковых местах: 
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Следовательно, . ⎟
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Произведением матрицы на число называется матрица той же размерности, что и 
исходная, все элементы которой равны элементам исходной матрицы, умноженным на 
данное число: AB λ= , ijij ab λ=  для ....,,2,1;...,,2,1 njmi ==  
Разность матриц А – В можно определить так: А – В=A+(-B). 
Пример 1.2. Найти матрицу 2А – 3В, если  
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Итак, 2А – 3В . ⎟
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Операции сложения матриц и умножения матрицы на число обладают следующими 
свойствами:  

1. A+B=B+A; 
2. A+(B+C)=(A+B)+C; 
3. A+O=A; 
4. A - A=O; 

 

5. 1⋅ A=A; 
6. ( ) ;BABA ααα +=+⋅  
7. ( ) ;AAA βαβα +=⋅+  
8. ( ) ( ) ,AA ⋅=⋅ αββα

где A, B, C – матрицы, βα ,  – числа. 
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2. Перемножение матриц 
 
Произведением матрицы А размерности m×p и матрицы В размерности p×n  
называется матрица С  размерности nm× , каждый элемент которой  определяется 

формулой:  Таким образом, элемент  представляет 

собой сумму произведений элементов i-й cтроки матрицы А на соответствующие 
элементы  j-го столбца матрицы В. 
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Операция перемножения матриц некоммутативна, т.е. .BAAB ≠  Действительно, если 
существует произведение АВ, то ВА может вообще не существовать из-за несовпадения 
размерностей. Если существуют и АВ, и ВА, то они могут иметь разные размерности 
(если ). nm ≠
    Для квадратных матриц одного порядка произведения АВ и ВА существуют и имеют 
одинаковую размерность, но их соответствующие элементы в общем случае не равны. 
 
Пример 1.3. Выяснить, можно ли умножить друг на друга матрицы  
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Если произведение существует, вычислить его. 
Решение. 
Сравним размерности матриц А и В: A[3×2], B[2×2]. Произведение АВ[3×2] существует, 
а произведение ВА – нет. 
Найдем элементы АВ: 
(ab)11 = 5 · (–2) + 4 · 3 = 2; (ab)12 = 5 · 5 + 4 · (–4) = 9; (ab)21 = 2 · (–2) +5 · 3 = 11;  
(ab)22 = 2 · 5 – 5 · 4 = –10; (ab)31 = 3 · (–2) – 3 · 1 = –9; (ab)32 = 3 · 5 – 1 · (–4) = 19. 

Таким образом, , ВА не существует. ⎟
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Пример 1.4. Найти АВ и ВА, если  
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Решение. 
Проверим возможность перемножения матриц, определив их размерность. Имеем 
A[2×4], B[4×2]. Следовательно, n = l = 4, m = k = 2, поэтому матрицы АВ и ВА 
существуют, причем АВ[2×2], BA[4×4]. 
Для вычисления элементов матрицы С = АВ элементы строк матрицы А умножаются на 
соответствующие элементы столбцов матрицы В: 
                с11 = 2 · 2 + (-2)(-1) + 1 · 1 + 0 · 2 = 9 
(сумма произведений элементов первой строки А на элементы первого столбца В; 
первый индекс вычисляемого элемента задает номер строки А, второй индекс – номер 
столбца В); 
               с12 = 2 · 2 + (-2) · 0 + 1 · 1 + 0 · 4 = 5; 
               с21 = -3 · 3 + 1 · (-1) + (-1) · 1 + 1 · 2 = -9; 
               с22 = -3 · 2 + 1 · 0 + (-1) · 1 + 1 · 4 = -3. 
Следовательно,  
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При вычислении элементов матрицы D = BA элементы строк В умножаются на 
элементы столбцов А: 
 d11 = 3 · 2 + 2 · (-3) = 0;    d12 = 3 · (-2) + 2 · 1 = -4;   d13 = 3 · 1 + 2 · (-1) = 1; 
 d14 = 3 · 0 + 2 · 1 = 2;        d21 = -1 · 2 + 0 · (-3) = -2;  d22 = -1 · (-2) + 0 · 1 = 2; 
 d23 = -1 · 1 + 0 · (-1) = -1;  d24 = -1 · 0 + 0 · 1 = 0;       d31 = 1 · 2 + 1 · (-3) = -1; 
 d32 = 1 · (-2) + 1 · 1 = -1;   d33 = 1 · 1 + 1 · (-1) = 0;     d34 = 1 · 0 + 1 · 1 = 1; 
 d41 = 2 · 2 + 4 · (-3) = -8;   d42 = 2 · (-2) + 4 · 1 = 0;     d43 = 2 · 1 + 4 · (-1) = -2; 
 d44 = 2 · 0 + 4 · 1 = 4. 
Таким образом,  
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3. Определители 

 
Определитель – число, характеризующее квадратную матрицу A. Определитель 
матрицы обозначается  det A, |A| или  AΔ . 
Определителем матрицы первого порядка ( )11aA = , или определителем первого 
порядка, называется элемент :  11a 111 aA ==Δ . 
Определителем второго порядка называется число, полученное с помощью 
элементов квадратной матрицы 2-го порядка следующим образом: 

21122211
2221

1211 aaaa
aa
aa

−==Δ . 
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При этом из произведения элементов, стоящих на так называемой главной диагонали 
матрицы (идущей из левого верхнего в правый нижний угол) вычитается произведение 
элементов, находящихся на второй, или побочной, диагонали. 
 
Пример 1.5. 

.23158)3(581
85
31

=+=−⋅−⋅=
−

 

 
Определителем третьего порядка называется число, определяемое с помощью 
элементов квадратной матрицы 3-го порядка следующим образом: 

.322311332112312213312312322113332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa
aaa
aaa
aaa

−−−++==Δ  

 
Для запоминания  формулы можно использовать так называемое правило 
треугольников или правило Саррюса. Оно заключается в следующем: элементы, 
произведения которых входят в определитель со знаком «+», располагаются так: 
 

,

333231

232221

131211
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aaa
aaa

 

образуя два треугольника, симметричных относительно главной диагонали. Элементы, 
произведения которых входят в определитель со знаком «–», располагаются 
аналогичным образом относительно побочной диагонали:  
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Пример 1.6.  
Вычислить определитель 

a) A=(3), 31 =Δ . 

b) ( ) .111342
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−
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−
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Решение. 
Вычислим определитель 3-го порядка, используя его определение: 
Δ3 = 2·0·(-1) + (-3)·(-4)·2 + 5·1·1 - 2·0·5 -1·(-4)·2 – (-1)·1·(-3) = 
= 0 + 24 + 5 – 0 + 8 – 3 = 34. 
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Основные свойства определителей 

. Определитель не изменяется при транспонировании, т.е. 
 

 
1

.

332313
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=  

 
2. При умножении элементов строки определителя на некоторое число весь 
пределитель умножается на это число, т.е. 

 
о

=232221
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aaa
kakaka

 .

333231 aaa 333231 aaa
3. Если элементы какого-либо ряда определителя представляют суммы двух слагаемых, 
то оп

232221
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k  

ределитель может быть разложен на сумму двух соответствующих определителей, 
т.е. 

.
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4. Определитель, имеющий нулевую строку, равен нулю:    
 

.0000

333231

131211

=
aaa

aaa

 

 
5. Определитель, имеющий две равные строки, равен нулю: 
                               

.0

333231

131211

131211

=
aaa
aaa
aaa

 

 
6. Определитель, две строки которого пропорциональны, равен нулю: 
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.0131211

131211

=kakaka  
333231 aaa

aaa

 
7. При перестановке двух строк определитель меняет знак: 
 

−=
232221

aaa
aaa

.

333231

232221

aaa
a  

333231

131211

aaa

1312 aaa

8. «Элементарные преобразования определителя».  
Величина определителя не изменится, если к элементам одной строки прибавить 
соответствующие элементы другой строки, умноженные на одно и  же число: 
 

11

aa

 

 то

=2322

1312

aa21

11

a
aaa

.

3332

232221

1322122111

aaa

333231 aaa 31a

23

aa

kaakaakaa +++

 

элемента определителя n–го порядка называется определитель (n–1)-
го порядка, полученный из исходного путем вычеркивания строки и столбца, на 
пересечении которых стоит выбранный элемент. 
 
Пример 1.7. 

 
Разложение определителя по строке 

 
усть дана квадратная матрица A  n–го порядка. П

Минором ijM  ija  

41−2
115
321

−=Δ ,  ,5a    21 −=
412 −
115
321

− .1138,   
41−

Алгебраическим дополнением A  элемента определителя ija  называется его минор, 
взятый со знаком

32
21 =+=M  

, т.е. 
При этом справедливо следующее утверждение  равен сумме 
произведений элементов любой его строки и  на их алгебраические 
дополнения, т.е. 

=

ij

 ji+− )1( .)1( ij
ji

ij MA +−=  
: определитель

ли столбца

∑=
3

2221

131211

Aaaaa
aaa

 где i=1,2,3. 
=1

,

333231

23
j

ijij
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Определитель матрицы n–го порядк  равен сумме произведений всех элементов какой–
нибудь фиксированной строки или столбца на их алгебраические дополнения, т.е.  

а

.A 2211 ininiiii AaAaAa +++= Κ  
Таким образом, для вычисления определителя достаточно найти алгебраические 

к элементам какой-либо строки или столбца и вычислить сумму их 

лим определитель из примера 1.6.(с) с помощью разложения по строке. Для 
удобства вычисления выберем 2-ю строку, содержащую нулевой элемент (а22 = 0), 
поскольку при этом нет необходимости находить А22, так как произведение а22 ⋅ А22 = 
0. Итак, 

дополнения 
произведений на соответствующие элементы определителя. 
 
Пример 1.8. 
Вычис

8)2)3(12(1
32

)1(

11

32 −=⋅−−⋅⋅−=
−

⋅−=

−

+A
 

1223

;2)15)1(3(1
53

)1( 12
21 =⋅−−⋅−⋅−=

−
⋅−= +A

, что определитель второго порядка, входящий в алгебраическое дополнение 
 из исходного определителя i-й строки и j-го столбца).  

Тогда Δ = а21⋅ А21 + а23⋅ А23 = 1·2 + (-4)(-8) = 34. 
 

ка 

 

(напомним
Aij, получается вычеркиванием

Определитель n-го поряд

 

nnnn

n

aaa ..
.....

1

2

                                            

n

aaa
aaa

.

.......

...

...

2

2221

11211

 

го порядка. 
а практике определители высоких порядков вычисляют с помощью разложения по 

олбцу. Это позволяет понизить порядок вычисляемых определителей и в 
нию определителей 3-го порядка. 

 
Пример 1.9. 
Вычислить определитель 4-го порядка  

есть сумма  n!  членов  ,...)1(
21 21 nnkkk

r aaa−  каждый из которых соответствует одному из
n! упорядоченных множеств  ,,...,, 21 nkkk  полученных  r  попарными перестановками 
элементов из множества  1, 2,…, n. 
Свойства определителей 3-го порядка справедливы и для определителей n-
Н
строке или ст
конечном счете свести задачу к нахожде
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4173
2152

−−
−

7295 −
2164 −

=Δ . 

ой-либо строки 
или столбца стали равными нулю. Для этого воспользуемся свойством 8. Его особенно 
удобно применять, если в определителе существует элемент равный ±1. Выберем в 
качестве такого элемента а13 = 1 и с его помощь обратим все остальные элементы 3-
го столбца в нуль. С этой целью: 
   а) к элементам 2-й строки прибавим соответствующие элементы 1-й строки; 

оки, умноженные на (–2); 
   в) из элементов 4-й строки вычтем элементы 1-й строки 
(напомним, что при этом величина определителя не изменится  Тогда 

Решение. 
Преобразуем определитель так, чтобы три из четырех элементов как

ю 

   б) к элементам 3-й строки прибавим элементы 1-й стр

).

0012
3011
6021−

=Δ . 

2152

−

−

Разложим полученный определитель по 3-му столбцу: 

012
311
621

012
311)1(1 31 ⋅−⋅=Δ +

621

−

−
=

−

−

. 

Прибавим к элементам 1-й строки нового определителя соответствующие элементы 2-й 
троки, умноженные на (–2): с

003−

012 −
311=Δ  

и разложим этот определитель по 1-й строке: 

.9))1(30(13
01
31

)1(3 11 −=−⋅−⋅⋅−=
−

⋅−⋅−=Δ +  

 
4. Обратная матрица 

 
Квадратная матрица А называется вырожденной, если 0=Δ A , и невырожденной, если 

. 
Квадратная матрица В называется обратной к квадратной матрице А того же порядка, 

и    

0≠Δ A

есл  А⋅В = В⋅А = Е. При этом В обозначается 1−A . 
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Для существования обратной матрицы необходимо и достаточно, чтобы  исходная 
матрица а невырожденной. Тогда был

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝
то есть   являются 

⎛

==−

nnnn

n

n

A

AAA

AAA
AAA

AAA

...
............

...

...
~,~1

21

22212

111

1

Δ , 

ее элементами алгебраические дополнения к элементам 
они й матрицы А, деленные на ее определитель. 

 обратной матрицы: 

21

трансп рованно
Свойства

1) ;11

A
A =  − 3) 

2) ( ) ;⋅=⋅ ABBA  111 −−−

( ) ( ) ;1ТТ1 −− = AA  
( ) .11 AA =

−−4) 

 
Пример 1.10. 
Найти обратную матрицу для матрицы 

a) ⎞
⎜
⎛

=
37

A . 

Решение. 

Вычислим определитель матрицы A:  

⎟
⎠

⎜
⎝ 24

⎟

023427
24
37

≠=⋅−⋅==Δ , обратная матрица  

существует. Алгебраические дополнения: .7,3,4,2 22211211 =−=−== AAAA  Обратная 
еет видматрица им  

.
2

72
2

31
74
32

2
11

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⋅=−A . 

Сделаем проверку и убедимся, что EAA =⋅ −1 . 

.
10
01

7644
2

21
2

2167

22 ⎠⎝⎠⎝ +−−⎠⎝−⎠⎝

⎟
⎞

⎜
⎛ − 531

724
E=⎟⎟

⎞
⎜⎜
⎛

⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛ +−−

⎟⎜  

b)    
⎠

⎜
⎜

⎝

=
100
210А . 

Решение. 
Вычислим определитель матрицы А разложением по первому столбцу: 

                                           

2
31371AA ==⎟

⎞
⎜
⎛ −
⋅⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

=⋅ −

⎟
⎟

01
10
21

1 ≠=⋅=Δ A . 

Следовательно, обратная матрица для матрицы А существует. Найдем алгебраические 
дополнения к элементам матрицы  А: 
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.110
31,000

31,010
00

332313 ===−=== AAA

,220
51,110

51,010
20

,1121
53,310

53,110
21

322212

312111

−=−−==−==−=

=−=−=−−===

AAA

AAA

 

начит, З

=
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎛ − 1131

1 ⎟
⎞

⎜
⎛ − 1131

⎠
⎜
⎜

⎝

−⋅=−

100
210

1
1A

⎠
⎜
⎜

⎝

−
100
210 . 

001

10

1131531

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞⎛ −⎞⎛ −
=

 
Алгоритм построения обратной матрицы с помощью элементарных 

преобразований строк матрицы: 

1. К данной матрице A приписать справа единичную матрицу 

⎟
⎟

Проверка:  .010
0

210
100
2101 EAA =⎜

⎜
=⎟

⎟

⎜
⎜
⎜

⎝

−⋅
⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜

⎝

⋅ −  
100

 

.
10

01

1

111

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Κ
ΚΚΚ

Κ

Κ
ΚΚΚ

Κ

nnn

n

aa

aa
 

2. С помощью элементарных преобразований объединенной матрицы привести 
матрицу A к единичной матрице 

.
10 1

⎜
⎝ nnn bb ΚΚ

01 111

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎛ nbb

ΚΚΚ
Κ

ΚΚΚ
Κ

 

3. Матрица имеет вид  

⎟
⎠

⎞

⎜
⎝

⎛

nnn

n

bb

b

Κ

Κ

Пример 1.11. 
 матрицу, обратную к матрице 

. 

Решение. 
Припишем к матрице A справа единичную матрицу 

 1−A  

.1
⎟
⎟

⎜
⎜

=−A ΚΚΚ  
1

111 b

Найти

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

25
13

A

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

25
13 . 

С помощью элементарных преобразований приведем матрицу A к единичной матрице 
( ) ( ) ( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⎯⎯⎯ →⎯⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎯⎯→⎯⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎯⎯ →⎯⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

⎯⎯⎯ →⎯⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−⋅↔−⋅+−⋅

35
12

10
01

01
12

13
01

12
01

01
13

12
01

01
13

10
01

25
13 2312112221

14
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Итак, .
35
12

A 1-
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=  
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5. Ранг матрицы 

Минором порядка k матрицы А называется определитель, составленный из элементов, 
стоящих на пересечении любых k строк и k столбцов данной матрицы. Таким образом, 
каждый элемент матрицы является ее минором 1-го порядк
Ранг матрицы – это порядок ее наибольшего ненулевого минора. Обозначения: r(A), 

 (A), Rg(A). 

Решение. 
Единственным минором максимального 3-го порядка для матрицы А является ее 
определитель. Если ΔА ≠ 0,  3; если ΔА = 0, r(A) < 3.  
Найдем ΔА разложением по первой строке: 

 

а. 

R(A), Rang
 
Пример 1.12. 

Определить ранг матрицы   ⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛ −

= 421
312

А . 
⎟
⎠

⎜
⎝ 713

r(A) =

.015520
13
21

3
73
41

71
42

2 =−−=⋅++⋅=Δ A  

Следовательно, r(A) < 3. Поскольку матрица А содержит ненулевые элементы, r(A) > 0. 
Значит,  r(A) = 1 или r(A) = 2. Если найдется минор 2-го порядка, не равный нулю, то 
r(A) = 2. 
Вычислим минор из элеме стоящих на пересечении двух первых строк и двух 
первых столбцов: 

нтов, 

.2)(05
21

=⇒≠−= Ar  
12 −

 
 непосредственное вычисление всех миноров 

 случае можн преобразовать матрицу к так 
называемому треугольному виду (когда элементы, стоящие ниже равны 0), 

, не изменяющими ранг матрицы –  
: 

2) умножение строки на ненулевое число; 

ие к элементам данной строки элементов любой другой строки, 
умноженных на ненулевое число; 

5) вычеркивание нулевой строки. 
Действительно, любая из этих операций ереводит нулевые миноры в нулевые, а 

е. Матрица, полученная в результате, не равна исходной, но 
имеет тот же ранг. 

Для матриц большой размерности
затруднительно. Поэтому в этом о 

,iia
воспользовавшись операциями
эквивалентными преобразованиями

1) транспонирование; 
 

3) перестановка строк; 
4) прибавлен

п
ненулевые – в ненулевы
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Пример 1.13. 
Определить ранг матри

⎞

⎜

⎛−

=
40331

4
011132

А . 

 т.д. 
рные 

преобразования, приведем матрицу А к треугольному виду. Поменяем местами 1-ю и  
2-ю строки стал равным 1: 

А ~

⎞
⎜
⎛ − 431201

  11

⎟

⎠8
к:

                                                А ~ 
⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

−

000000
000000
871530

 

и вычеркнем нулевые строки: 

                                                А ~ 
⎞

⎜⎜
⎛ − 431201

. 

 А равен рангу пол а е
r(A) ≤ 2. Минор 

цы 

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ −−−−
−

422133

⎟
⎟
⎟

⎜
⎜

− 31201
4

Решение. 
У матрицы А существуют миноры до 4-го порядка включительно, поэтому 
r(A) ≤ 4. Разумеется, непосредственное вычисление всех миноров 4-го, 3-го и
порядка потребовало бы слишком много времени. Поэтому, используя элемента

, чтобы элемент а11 

  
⎟⎟
⎟
⎟

⎜⎜
⎜
⎜
−
−

440331
011132

. 

⎟

⎠⎝ −−−− 422133
Прибавим к третьей строке первую, ко второй – удвоенную первую, к четвертой – 
первую, умноженную на 3. Тогда все элементы 1-го столбца, кроме а , окажутся 
равными нулю: 

⎞
⎜
⎛ − 431201

А ~ 
⎟
⎟
⎟

⎜
⎜

−
−

871530
871530

. 
⎜⎜
⎝ − 71530 ⎟

Вычтем вторую строку полученной матрицы из третьей и четвертой стро  
⎞⎛ − 431201

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎟
⎠⎝ − 871530

Итак, ранг матрицы ученной матрицы размер  2×6, т. .  

⎟

,03
30
01

≠=  

 
следовательно, r(A) = 2. 
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Линейным уравнением называется уравнение вида 

xaxaxa nn

II. Системы линейных уравнений 

,b  ...2211 + + + =

где - неизвестные,  и b – числа. Таким образом, в левой части линейного 
 ч

и b = 0. В противном случае 
уравнение называется неоднородным. 
Системой линейных уравнений (линейной системой) называется система вида 

                                  
⎪
⎨

⎧
=+++

+++

............................................
,...

...
22222121

1212111

nn

n

bxaxaxa
axaxa

                                              (1)        

ix ia  
уравнения стоит линейная комбинация неизвестных, а в правой – исло. 
Линейное уравнение называется однородным, есл

= ,1n bx

⎪
⎩ =+++ ,...2211 mnmnmm bxaxaxa

где  числа ija  ( njmi ,1,,1 == ) называются коэффициентами системы, числа  –

Решением линейной системы называется набор чисел которые при 
подстановке вместо неизвестных обращают каждое уравнение системы в верное 

 одно решение, и 

овместная линейная система называется определенной, если она имеет единственное 
определенной, если она имеет более одного решения. 

Систему (1) можно записать в матричной форме 

ib
свободными членами, jx - неизвестные, n – число неизвестных, m – число уравнений. 

,,...,, 00201 nxxx  

равенство. 
Линейная система называется совместной, если она имеет хотя бы
несовместной, если она не имеет решений. 
С
решение, и не

B.XA =⋅  
Здесь A – матрица коэффициентов, X – вектор–столбец из неизвестных B – вектор–

ободных членов: 
⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

=

m
mnmm

n

n

b

b
b

B
aaa

aaa
aaa

A
ΜΜ

Κ
ΚΚΚΚΚΚΚΚ

Κ
Κ

 

ой, если все свободные члены 
равны нулю, т.е.

 jx , 
столбец св

.,

x

x
x

X, 2

1

n

2

1

21

22221

11211

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠⎝
уравнений называется однороднСистема линейных 

 ( )mibi ,1,00B === . 
( )0

Однородная система всегда совместна, т.к. 
является решением системы. Это решение ывается 

нулевым или тривиальным. 
 

0 21 ===== nxxxX Κ  наз
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1. Ф а 

Рассмотрим линейную систему, в которой число уравнений равно числу неизвестных:       

м определителем
которого являются коэффициенты при неизвестных: 

ормулы Крамер

⎪
⎩

⎪
⎨

=+++

=+++

....
............................................

,...

2211

22222121

nnnnnn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
                                                     (2) 

Назовем главны  такой системы определитель Δ , элементами 

                                   

⎧ =+++ ,... 11212111 nn bxaxaxa

nnnn

=Δ
n

n

aaa
aaa

....... ....
...
...

1

22221

11211

 ,                                                                  (3) 

а определителем j

aaa ...
.

2

Δ - определитель, полученны из (3) заменой столбца коэффициентов 
при x

й 

1) Если система (2) имеет единственное решение, определяемое по формулам: 
j на столбец свободных членов. Тогда: 

Δ ,0≠  

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ n2

2
1

1 ...,,, === nxxx . 

2) Если Δ=
jxΔ =0, система имеет бесконечно много решений. 

3) Если Δ= 0, а хотя бы один из 
jxΔ ,0≠  система не имеет решений. 

 
Пример 2.1. 

Решить систему :   
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=+−

6432
12
24

zyx
zyx
zyx

.  по правилу Крамера

Решение. 
Главный определитель  

114 −
,09

432
211 ≠=

−
−=Δ  

следовательно, система имеет единственное решение. 
Найдем Δх, Δу и Δz: 

.18
632
111
214

,36
462
211

124
,9

436
211

112 −
=

−
=Δ=

−
−=Δ=

−
−=Δ zyx  

Отсюда  .2
9

18,4
9
36,1

9
9

==
Δ
Δ

=Δ==
Δ
Δ

===
Δ
Δ

= z
z

yx yx  
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2. Метод Гаусса 

 
сегда можно добиться, поменяв уравнения местами).  

Исключим неизвестное из всех уравнений системы, кроме первого. Для этого 
м элементарные преобразования системы: умножим обе части первого 

Пусть в системе (1) 011 ≠a  (этого в
1x  

используе

уравнения на  
11

21a−  и прибавим это ура
a

внение ко второму уравнению системы (1). 

Затем умножим обе части первого уравнения на
11

31

a
a−   и сложим почленно с третьим 

уравнением системы. Аналогичными преобразованиями (умножая первое уравнение на 

11

i1

a
a−  и прибавляя его к уравнению с номером i) сведем исходную систему к 

равносильной системе. Коэффициенты при во всех уравнениях этой системы, 
начиная со второго, будут равны 0, т.е. система преобразуется к виду: 

⎪⎪
⎨

⎧
=++

=+++

~ ...........................................
,~~...~

,...
22222

11212111

bxaxa
baxaxa

nn

n

   

разом  

следующих неизвестных, приведем систему к так называемому треугольному виду: 

,~~...~
,...

22222

11212111

nnmn

nn

nn

bxa

bxaxa
bxaxaxa

                           (4)        

Здесь символами

1x  

xn

⎪⎩ =++ .~...~
m22 bxaxa nmnm

Если новые коэффициенты при х

⎪

2 не все равны нулю, можно таким же об
исключить 2x  из третьего и последующих уравнений. Продолжая эту операцию для 

                            
⎪
⎪ ~~~~

.......................... .                   

⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=++
=+++

.

 iiijij bbaa
~~,~,

~~,~  обозначены изменившиеся в результате преобразований 
числовые коэффициенты и свободные члены. 

Из последнего уравнения системы (4) единственным образом определяется 
mn

n
n a

b
x ~~

~~
= , а 

затем последовательной подстановкой – остальные неизвестные. 
Преобразования Гаусса удобно проводить, осуществляя преобразования с матрицей 
оэффициентов, а не с самими уравнениями. Матрица, соответствующая системе 
уравнений (1), имеет вид 
к

⎟
⎟
⎟

⎠
⎜
⎜
⎜

⎝ mmnmm b
...

aaa 21 ...
............  

⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

= n

n

b
b

aaa
aaa

A 2

1

22221

111

...

...

ывается расширенной матрицей системы (1), т.к. в нее дополнительно включен 
столбец свободных членов. 
 

12

и наз
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Пример 2.2. 

Решить систему методом Гаусса:  

ешение. 
Расширенн

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=++
=+−

.11332
,44
,923

zyx
zyx
zyx

 

Р
ая матрица системы имеет вид 

⎟
⎟

⎜
⎜ 4141  

⎟
⎞

⎜

⎝

⎛

−

−

11

9

332

213

Метод Гаусса заключается в последовате
системы. Для удобства его применения поменяем местами 1-е и 2-е уравнения, чтобы в 
первом уравнении коэффициент при х равнялся единице, т.е. меняем первую и вторую 

 

⎠
льном исключении неизвестных из уравнений 

строки матрицы

⎟
⎟

⎜
⎜

− 11
9

332
21-3 . 

⎟
⎞

⎜
⎛ 4141

ерь исклю из второго авнени Для этого вычтем умножим 

      

⎠⎝
 
Теп чим х  и третьего ур . 
перв ку матр ) и прибавим 

й
ую стро ицы на (–3 ее почленно ко второй строке; затем 

умножим первую строку на (–2) и прибавим ее к третьей строке матрицы:                         
( )
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞414

⎜
⎝ − 332
⎜
⎜
⎛

3
1

+−⋅
+−⋅

3
3-

4

1110
-13-0
141

11
921- 321

231

. 

Полученная матрица соответствует системе уравнений вида

⎨ −=−−
=++

,313
,44

zy
zyx

 

 

1

 

⎪
⎧

⎪
⎩ =+− .311 zy

Далее можно легко исключить z из первого и третьего уравнения

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⎯→⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

+
+

0
3-

1

0240
1-13-0
09-1

3
3-

4

1110
1-13-0

141
32
12

, 

что соответствует системе   
=−

−=−−
=−

.024
,313

1,9

y
zy

yx

 

Или 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

Из последнего уравнения получаем, что у = 0. Подставляя это значение в первое и 
второе уравнения, находим остальные неизвестные: х = 1, z = 3. 

 



( )
( ) ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎯⎯→⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

↔+⋅
+⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅

3
0
1

100
010
001

0
3
1

010
100
001

0
3-

1

010
1-00
001

0
3-

1

010
1-13-0
09-1

0
3-

1

0240
1-13-0
09-1

32122133
193

24
13

Итак,  х = 1, у = 0, z = 3. 
 

3. Решение линейной  с помощью обратной матрицы 

 
Рассмотрим линейную систему (1), запишем ее в виде матричного уравнения: 

АХ = В.                                                               (5) 

Здесь   

⎠
⎜⎜
⎜
⎜

⎝

=

mnm

n

aaa

aaa
A

...
............

...

21m

22221
,  

⎠
⎜⎜
⎜
⎜

⎝

=

nx

x
X

...
2

,  

⎠
⎜⎜
⎜
⎜

⎝

=

mb

b
B

...
2

.   

ырожденная, тогда существует обратная к ней матрица
множим обе части равенства (5) слева на Получим 

о тогда

⎯−⋅

 системы

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎛ naaa ... 11211 ⎟

⎞
⎜
⎛ x1 ⎟

⎞
⎜
⎛ b1

⎟⎟
⎟
⎟

⎟⎟
⎟
⎟

Пусть матрица А – нев  .1−A  
У  .1−A  

.11 BAAXA −− =  
Н  ,1 EAA =−   BAEX 1−= , а поскольку ,XEX =  .1BAX −=  
Итак, решением матричного уравнения (5) является прои

, на столбец свободных членов системы (1). 
зведение матрицы, обратной к 

Решениями уравнений 
А
 

CAXBC,XBC,AX ===  
являются соответственно матрицы 

111 −−− === CBAXCBXCAX
если A и B имеют обратные матрицы. 

Пример 2.3. 
у уравнений

Решение. 
 матрицу системы: 

33 =

,1−  ,,

 

Решить систем  с помощью обратной матрицы. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=−+
=+−

.4745
,62
,13

zyx
zyx
zyx

 

Составим

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

745
112

131
А . 

ΔА = -51 ≠ 0, следовательно, система имеет единственное решение. Найдем матрицу А-1: 

,11,13
,3,12,9
,2,25,11

2313

322212

312111

−=−=
=−==
=−=−=

ААА
ААА
ААА

 
.7

22
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огда    Т
⎟
⎟
⎟
⎞

⎜
⎛ −− 22511

⎠
⎜
⎜

⎝ −−
−−=−

71113
3129

51
11А . 

Если то исходная система превращается в матричное уравнение   

АХ=В, решение которого Х = А-1В. Следовательно, 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

z
y
x

ХВ ,
4
6
1

, 

,
1
1
3

51
51

153

51
1

286613
12729

815011

51
1

4
6
1

71113
3129
22511

51
1

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−
+−
+−−

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−−

−=Х  

т.е. х = 3, у = 1, z = 1. 
 

 4. Решение системы линейных однородных уравнений 

 
Рассмотрим систему линейных однородных уравнений 
 

                                              (6) 

Очевидно, что такая система всегда совместна, поскольку имеет нулевое решение 
называемое тривиальным. Матрицей системы (6) называется 

матрица вида 

.                                                      (7) 

 
    Пусть ранг матрицы системы r < n. Неизвестные коэффициенты, которые 
входят в базисный минор матрицы системы, называются ми неизвестными, а 
остальные ( ) – свободными неизвестными. Число линейно независимых 
решений равно n – r. При этом любые  n – r  линейно независимых 
решений сист называются ее фундаментальной системой решений, а любое 
решение  линейной системы (6) является линейной комбинацией 
фундамен емы ее решений, то есть 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+++

=+++
=+++

.0...
............................................

,0...
,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

,0...21 ==== nxxx  

11 12 1

21 22 2
1

1 2

...

...
... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a
a a a

A

a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 rxxx ,...,, 21  
 базисны

nr xx ,...,1+

системы (6) 
емы (6) 

однородной
тальной сист rnrn XCXCXCX −−+++= ...2211 , где 

- фундаментальная система решений. 
 

rnXXX −,...,, 21

 



Пример 2.4. 
Найти фундаментальную систему решений однородной линейной системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++−
=−−−+
=−++−

.0546
,05

,0432

4321

54321

54321

xxxx
xxxxx

xxxxx
 

Решение. 

Найдем r(A): ~ ~ ~ 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−
−−

=
05461
11151
14312

A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

05461
05461
14312

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

00000
05461
14312

~ . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
05461
14312

Выберем в качестве базисного минора 05
05
14

≠=
−

. 

Значит, r(A) = 2. Пусть х4, х5 – базисные неизвестные, х1, х2, х3 – свободные
неизвестные. Запишем для них новую систему: 

 

⎩
⎨
⎧

−+−=
−+−=−

,465
,324

3214

32154

xxxx
xxxxx

 

откуда 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+
=

−+−
=

.
5

196

,
5

46

321
5

321
4

xxxx

xxxx
  

Фундаментальная система решений состоит из трех столбцов. Рассмотрим три набора 
значений свободных неизвестных: 
1) х1 = 1, х2 = х3 = 0.  

Тогда х4 = -0,2, х5 = 1,2, и решение можно записать в виде столбца    . 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

2,1
2,0

0
0
1

1X

2) х1 = 0, х2 = 1, х3 = 0.  

При этом х4 = 1,2, х5 = 3,8, и следующее решение системы имеет вид . 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

8,3
2,1

0
1
0

2X

3) х1 = х2 = 0, х3 = 1. Отсюда х4 = -0,8, х5 = -0,2, и последний столбец .  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

=

2,0
8,0

1
0
0

3X

Фундаментальная система решений, построенная при таком выборе свободных 
неизвестных, называется нормальной. Поскольку столбцы свободных неизвестных  

24
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⎜

⎝

⎛

−
−

2,0
8,0

1
0
0

. 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
1

, ,  линейно независимы, это гарантирует линейную независимость решений 

Х

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

0
1
0

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

1
0
0

1, Х2, Х3. Итак, в качестве фундаментальной системы решений можно выбрать 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
2,1
2,0

0
0
1

, , ⎜
⎜ . 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

8,3
2,1

0
1
0

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜

При этом любое решение данной системы имеет вид: Х = с1Х1 + с2Х2 + с3Х3, где с1, с2, 
с3 – произвольные постоянные. Эта формула задает общее решение системы
 
       

5. Структура общего решения неоднородной линейной системы 
 
   Рассмотрим неоднородную линейную систему (1). Такая система будет совместной, 
если ранг матрицы системы (7) равен рангу расширенной матрицы, то есть матрицы 
системы, к которой добавлен столбец свободных членов: 
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222221
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Ее общее решение можно получить, выражая базисные неизвестные через свободные, 
т.е. решая систему относительно базисных неизвестных (такая система всегда 
определена, что следует из правила Крамера). 
 
Пример 2.5. 
Найти общее решение и одно из частных решений линейной системы 
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Решение. 
Найдем r(A) и r(A1): 
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Итак, r = r(A) = r(A1) = 2, а число неизвестных п = 5. Следовательно, r < n, и система 
имеет бесконечно много решений (совместна, но не определена). 
 Число базисных неизвестных равно r, то есть двум. Выберем в качестве базисных 
неизвестных х1 и х2, коэффициенты при которых входят в базисный минор 

преобразованной матрицы А: 50
21 −

. Соответственно х3, х4, х5 – свободные 

неизвестные. Запишем систему, равносильную исходной, коэффициентами в которой 
являются элементы полученной матрицы: 

⎩
⎨
⎧

−=−+−
=+−+−
12131175

,56432
5432

54321

xxxx
xxxxx

 

и выразим базисные неизвестные через свободные: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−
=

−++
−=

.
5

1213117

,
5

142

543
2

543
1

xxxx

xxxx
 

Получено общее решение системы. Одно из частных решений можно найти, положив 
все свободные неизвестные равными нулю: х3 = х4 = х5 = 0. Тогда 

.
5

12,
5
1

21 −=−= xx  

 

Таким образом, общее решение – 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−+−
=

−++
−=

;
5

1213117

,
5

142

543
2

543
1

xxxx

xxxx
 

частное решение –  ,
5

12,
5
1

21 −=−= xx  х3 = х4 = х5 = 0. 

 
   Другая возможность получить общее решение неоднородной системы заключается в 
предварительном нахождении общего решения соответствующей однородной системы. 
При этом искомое общее решение представляет собой сумму общего решения 
соответствующей однородной системы (6) и частного решения системы (2). 
 
Пример 2.6. 
Найти общее решение неоднородной линейной системы 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+−+
=+−+−

=++++

,56343
,35432

,2

5431

54321

54321

xxxx
xxxxx

xxxxx
 

с помощью фундаментальной системы решений соответствующей однородной  
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системы. 
Решение. Убедимся в том, что система совместна: 

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−
−−=

5
3
2

6
5
1

3403
4312

1111

1A ~ 
⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

−
−

5
5
2

6
6
1

3403
3403

1111

~ 
⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞
−

0
5
2

0
6
1

0000
3403

1111

~ ⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
− 5

2
6
1

3403
1111

. 

Итак, r(A) = r(A1) = 2 – система совместна. 
Составим по преобразованной матрице однородную систему: 

⎩
⎨
⎧

=+−+
=++++

06343
,0

5431

54321

xxxx
xxxxx

 

и найдем для нее фундаментальную систему решений: 

⎩
⎨
⎧

−+−=
−−−=+

5431

54321

6343 xxxx
xxxxx

,   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−
=

−+−
=

3
36

3
634

543
2

543
1

xxxx

xxxx
. 

Фундаментальная система решений может быть выбрана так: 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=

0
0
3
1
4

1X ,     ,        . 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

0
1
0
2

1

2X
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=

1
0
0
1
2

3X

Теперь найдем какое-нибудь частное решение неоднородной системы 

⎩
⎨
⎧

=+−+
=++++

.56343
,2

5431

54321

xxxx
xxxxx

 

Положим х3 = х4 = х5 = 0, тогда   
3
1,

3
5

21 == xx . Следовательно,
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

0
0
0
31
35

частнX ,  

и общее решение системы имеет вид: 
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

=

0
0
3
1
4

1сX
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

+

0
1
0
2

1

2с
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛−

+

1
0
0
1
2

3с

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

0
0
0
31
35

,  

где с1, с2, с3 – произвольные постоянные. 
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Варианты заданий 

Задание 1 
Вычислить определитель 
 

   1.       2.    3.          4.     
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 7772
01153

10732
4321

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4664
713126
6795
0563

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

1151
2132
1210
2112

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
7035
5104
8125
4531

  5.     6.     7.      8.        
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−

3482
5023

10311
1032

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1034
2123
3212
4321

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−
−−
−−

1211
3132

11244
2014

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0654
6543
5432
4321

  9.        10.   11.       12.   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

112115
0251
2543
8455

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

4236
35210
3328
3027

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

6258
5313
6834
0438

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−

2423
3946
7724
5302

13.  14.  15.   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

63570
1513
4344
0355

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−

5424
3035
1157
2232

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−

6481
2323

3243
2301

16.   17.    18.         
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−

1544
5235
2802
1645

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

−
−

2207
5131

3755
2233

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1327
12113
11210
1014
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19.      20.           21.   22.        

23.           24.     25. . 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1114
1146
11013

21113

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

1560
1131
1162
1129

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5213
12311
13041
11054

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2420
7735
4422
9953

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

5375
1455
7356
4250

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

−−

3523
2424

2052
1142

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

2211
1010
1416
0918

 
Задание 2 
Для заданных матриц А и B вычислить матричный многочлен А2 – ВА + NА, где 
N – номер варианта (задания).  

29

−1. ,  .      2.   ,    .  
3 0 4
2 2 3

1 1 2
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 2
0 1 2
5 3 1

B
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 1
2 1 2

1 1 2
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

7 1 3
5 1 2
0 1 4

B
− −⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3. ,    .     4.  ,      
4 1 2
2 0 2

3 1 2
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0 3
1 2 4
1 2 4

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

0 1 2
3 1 2
3 3 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 3 0
2 2 4
3 1 1

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

.  

5. ,  .   6.  
3 1 0
2 1 3

5 1 2
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0 2
3 1 2
5 4 1

B
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

4 0 2
1 1 3

5 1 2
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

,    .  
1 1 2

0 1 2
5 5 0

B
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

7. ,    .     8.   ,      . 
1 5 4
2 2 4

1 1 2
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

5 1 2
0 3 1
2 3 1

B
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
1 0 4
2 2 3
3 7 2

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 1 2
3 5 2
5 3 1

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

9. ,       .    10. 
3 1 4
3 2 0
1 1 2

A
−⎛ ⎞

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 2
4 0 2

2 4 3
B

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 0 4
2 3 1
1 1 5

A
−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

,   . 
3 1 2
0 6 2
2 3 0

B
⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Найти произведение матриц А и В:       . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

3423
5231
5432
1221

A ,
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

=

231
42

31
12

3

2

1

k
k

k

B

11.          12. ..1,7,5 321 ==−= kkk 3,5,2 321 −=== kkk    13. .1,3,2 321 ==−= kkk   

14.     15. .3,3,4 321 −=== kkk .2,3,2 321 −=== kkk    16. .3,4,4 321 −=−== kkk  

17.   18. .3,2,1 321 =−=−= kkk .1,4,2 321 =−== kkk    19. .2,5,3 321 =−== kkk   

20.     21. .3,2,5 321 −=== kkk .1,3,1 321 −=== kkk     22. .1,2,2 321 −=== kkk   

23. .5,4,3 321 =−== kkk     24. .1,3,2 321 =−== kkk     25. .1,4,3 321 === kkk  

 



Задание 3 
Дана матрица А.  Найти матрицу  и установить, что  1−A .1 EAA =−

 

1.         2.     3. 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

121
011
322

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

223
011
324

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

453
564
112     4.         5.   

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

631
321
432

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

421
210
101

6.         7.     8.    9. 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

− 332
011
41017

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

122
234
233

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

312
423
412

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−
−

123
235
124    10. 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−
−

012
423
321  

11.    12. 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−−
125
251

135
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−
−

375
254
132         13.           14.    

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

434
323
362

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

203
334
213

15. 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−
−

455
232
334         16. 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−−

134
523
722     17. 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−

441
344

436      18. 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

554
342
443    

19.            20. 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

623
142
232

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

− 323
762
556          21.

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

543
454
554           22. 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

512
235

423     

23. 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−
523
254

312       24. 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

322
225
313         25. . 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

131
345
523

 
Задание 4 
Найти ранг матрицы 

 1.  2.         3.      4.   

2 7 3 1
1 3 5 2

.
1 5 9 8
5 18 4 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 1 4 5
1 0 1 2 .
1 2 4 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1 1
1 2 1 2

.
3 1 3 1
0 1 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1 1 1 1
0 1 1 1 1

.0 0 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 5.  6. 

1 3 1 6
7 1 3 10

.
17 1 7 22
3 4 2 10

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

0 1 10 3
2 0 4 1

.
16 4 52 9
8 1 6 7

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 7.  8.  

9.    10.  11.  

1 1 1 2
2 1 1 5
1 10 6 1

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

.

⎜ −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 1 1 2
2 1 1 5 .
1 10 6 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

0 1 1 0 0
1 1 0 0 0

.0 1 0 1 1
1 0 1 0 0
0 0 1 1 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

0 1 0 4 3 1
0 1 3 0 2 1

.
2 1 0 0 1 1
1 2 1 1 1 1

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠

24 19 36 72 38
49 40 73 147 80

.
73 59 98 219 118
47 36 71 141 72

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟

⎟
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.12.    13. 

2 2 1 5 1
1 0 4 2 1
2 1 5 0 1

.
1 2 2 6 1
3 1 8 1 1

1 2 3 7 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1 3 3 4
4 7 2 1
3 5 1 0

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 14. 

1 2 1 2
2 1 2 1

.
1 1 1 1

1 1 1 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

    

15.    16.  17. 

2 1 5 1 2
1 2 0 2 1

.
1 3 1 3 1

1 1 1 1 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

4 1 1 1
3 2 5 20
4 2 1 18

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

.

2 1 5 1 2
1 2 0 2 1

.
1 3 1 3 1

1 1 1 1 1

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− − − −
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

  

18.      19. 

9 3 9 24
1 1 1 0

.
2 2 2 8
1 2 1 2

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟−
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

2 1 1 2 1
1 2 3 1 2

.
1 1 2 1 1
2 3 1 2 3

− − − −⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

  20.   
1 2 3 1
2 1 1 3
4 1 5 3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

.

.

.

11
5 3 5 9

x y z
x y z
x y z

+ − =⎧
⎪ − + =⎨
⎪ + − =⎩

3 4 4
2 10 15 10

.
2 3 6 7

3 4 2 4

x z t
x y z t

y z t
x y z t

− + = −⎧
⎪ + + − =⎪
⎨ + − =⎪
⎪ + − + =⎩

0

21.         22.    23.       

3 4 1 2 3
5 7 1 3 4

.
4 5 2 1 5
7 10 1 6 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

8 7 10 18 17
3 4 9 10 7

.
2 5 7 10 11
9 8 4 7 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
⎜ ⎟− −
⎜ ⎟−⎝ ⎠

5 7 10 3
1 2 1 2
2 4 2 4

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

24.    25.  
2 1 3 0 5
1 1 2 2 4
0 2 1 1 3

−⎛ ⎞
⎜ ⎟− − −⎜ ⎟
⎜ ⎟− −⎝ ⎠

3 4 1 2 3
5 7 1 3 4

.
4 5 2 1 5
7 10 1 6 5

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
Задание 5 
Решить систему уравнений  

1.  2.  3.
2 2 5

4 10 .

2 5 6
3 2 3

2 4 1
3 0

x y t
x y z

x y z t
y z t

− + =⎧
⎪ + − =⎪
⎨− + + + =⎪
⎪ − − + =⎩

 4.
4 4 5 2

3 2 7
10 20

x y z
x y z

x y z
.

+ − = −⎧
⎪ + + =⎨
⎪ − + =⎩

 

5.  6.  7.  8.

2 3 4 5 3
1

.
3 8 1

2 4 3 0

x y z t
y t

x z t
x y z t

+ − + =⎧
⎪ − − = −⎪
⎨ − + = −⎪
⎪ + − + =⎩

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4
2 4 1

1
.

2 2 4
7

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

− + − =⎧
⎪− + − + =⎪
⎨ + − + =⎪
⎪ + + + =⎩

7 2 4 13
2 2 2 .
3 0

x y z
x y z
x y z

− + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ − + =⎩

1.
0

2 2
2 0

x y z
x y z

x y z

− + =⎧
⎪ + − = −⎨
⎪ − + =⎩

 

9.    10. 

2 3 4 5 3
1

.
3 8 1

2 4 3 0

x y z t
y t

x z t
x y z t

+ − + =⎧
⎪ − − = −⎪
⎨ − + = −⎪
⎪ + − + =⎩

2 3
10 2 2

.
2 2 5 2 8

3

x y z t
z t

x y z t
x y z

− + + = −⎧
⎪ − + = −⎪
⎨

6

+ − − =⎪
⎪ + − =⎩

     11.
2

2 4
6

x z
x y z
y z

− = −⎧
⎪ .− − =⎨
⎪ − = −⎩

   12. 
1
4.
6

x y
y z
x z

+ =⎧
⎪ + =⎨
⎪ + =⎩
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.13.   14.

2 5 6
3 2 3

.
2 4 10

3 0

x y t
x y z

x y z t
y z t

− + =⎧
⎪ + − =⎪
⎨− + + + =⎪
⎪ − − + =⎩

1
2 2 2

4 0

x y z
x y z

y z

− − =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ − + =⎩

  15.
1

2 2 3 3
4 0

x y z
x y z

x y

+ + =⎧
⎪ .− + =⎨
⎪ − =⎩

   16.
3 2 2
4 5

10 8

x y z
x y z
x y z

10.
− + =⎧

⎪ + + =⎨
⎪− + − =⎩

 

17.  18.

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

12 13 10 11 6
10 5 7 3 1

.
11 5 10 5 1

7 6 2 7

x x x x
x x x x
x x x x
x x x x

+ − − =⎧
⎪ − + − =⎪
⎨ − + − =⎪
⎪ + − + =⎩

2 5 20
3 4 4 13

2 8

x y z
x y z
x y z

− + =⎧
⎪ .+ + = −⎨
⎪ + + = −⎩

  19.
1

2 2 3 3
4 0

x y z
x y z

x y

+ + =⎧
⎪ .− + =⎨
⎪ − =⎩

  

20.   21. 22.

8 7 10 18 17
3 4 9 10 7

.
2 5 7 10 11
9 8 4 7 2

x y z t
x y z t
x y z t
x y z t

− + − =⎧
⎪ + + − =⎪
⎨ − + − =⎪
⎪ + + − =⎩

3 4 4
2 10 15

.
2 3 6 7

3 4 2 4

x z t
x y z t

y z t
x y z t

− + = −⎧
⎪ + + − =⎪
⎨ + − =⎪
⎪ + − + =⎩

10
4

.
3 2
2 3 4 3

2 2 1

x y z
x y z
x y z

− + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪− + − =⎩

   

23.          24.   
2 4 9
3 6 13

2 5 4

x y z
x y z
x y z

+ − = −⎧
⎪− − + =⎨
⎪ + − = −⎩

. 2.
1

2
2 0

x y z
x y z

x z

− + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ + =⎩

              25.  
2 3 2

4 5 6 10
0

x y z
x y z
x y z

− + = −⎧
⎪− + + = −⎨
⎪ − + =⎩

.

.
5

.

2

 
Задание 6 
Решить систему уравнений  

1.            2.           3.
2 3 2

2 3 1
5 6

x y z
x y z
x y z

− + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ + − =⎩

3 2 4
6 2 3 5
9 4 4 9

x y z
x y z
x y z

+ − =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ + − =⎩

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2
2 3 2 1

.
2 1

2 3 2 3 2

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

− − − − =⎧
⎪− − + + − = −⎪
⎨ + − − + =⎪
⎪ − + − − =⎩

 

4.     5.        6.
3

2 3
2 3 0

x y
x y z
x y z

− =⎧
⎪ + − =⎨
⎪− − + =⎩

3 . 1 .
5
3

3 4
2

4 3 7

x y z
x y z

x y z

+ − =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + − =⎩

2 3 2
2 3 1

.
5 6
3 2

x y z
x y z
x y z
x y z

− + =⎧
⎪ + − =⎪
⎨ + − =⎪
⎪ − − =⎩

         7.  

8.        9.

3 2 2
5 7

3 8

x y z
x y z
x y z

− + =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ − − =⎩

.
16

2

.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2
2 3 2 1

.
2 1

2 3 2 3 2

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

− − − − =⎧
⎪− − + + − = −⎪
⎨ + − − + =⎪
⎪ − + − − =⎩

2 3 5
2 2 4

2 3

x y z
x y z t

y z t

+ − =⎧
⎪ − + − = −⎨
⎪ − − =⎩

    10.  

11.    12.  13. 

2 2
.

2 4 2 4
x y z
x y z
− − =⎧

⎨− + + = −⎩

2 5
2 2 1

.
3 3

1

x y z t
x y t

x y z t
x y z t

+ − − =⎧
⎪ − + =⎪
⎨− + − − = −⎪
⎪ − − + =⎩

2

1
.

4 1
3 2 5 20
4 2 18

x y z
x y z
x y z

− + =⎧
⎪− + + = −⎨
⎪ − − + = −⎩

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

12 14 15 24 27 5
16 18 22 29 37 8

.
18 20 21 32 41 9
10 12 16 20 23 4

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ − + + =⎧
⎪ + − + + =⎪
⎨ + − + + =⎪
⎪ + − + + =⎩
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2
1 .

2

114.                15.
5 4

2
3 3 2 0

x y z
x y z
x y z

+ − =⎧
⎪ + − =⎨
⎪ − − =⎩

2 5
2 2 1

3 3
1

x y z t
x y t

x y z t
z y z t

+ − − =⎧
⎪ − + =⎪
⎨− + − − = −⎪
⎪ − − + =⎩

         16.

2 2 5
2 2

.
1
1

x y z t
x y z t
x y z t

x y z t

+ − − =⎧
⎪ 4− − + + = −⎪
⎨ − + + − =⎪
⎪ − − + = −⎩

 

17.  18.

2 5
2 2 1

.
3 3

1

x y z t
x y t

x y z t
x y z t

+ − − =⎧
⎪ − + =⎪
⎨− + − − = −⎪
⎪ − − + =⎩

2

1

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 2 3 1
2 2 4 3 2

.
3 3 5 2 3 1
2 2 8 3 9 2

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ + − + =⎧
⎪ + + − + =⎪
⎨ + + − + =⎪
⎪ + + − + =⎩

 19.

2 5
2 2 1

.
3 3

1

x y z t
x y t

x y z t
x y z t

+ − − =⎧
⎪ − + =⎪
⎨

2

1− + − − = −⎪
⎪ − − + =⎩

 

20.  21.

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2
2 2

1
1

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

+ − − =⎧
⎪− − + + = −⎪
⎨ − + + − =⎪
⎪ − − + = −⎩

5
4

2

1

x x x x
x x x

x x x x
x x x x

1 2 3 4

1 2 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 5
2 2 1

3 3 1

+ − − =⎧
⎪ − + =⎪
⎨− + − − = −⎪
⎪ − − + =⎩

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 8 10 5
2 2 1

.
3 2 2 4

2 2 7 8

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

 22.

+ − + = −⎧
⎪ + − + =⎪
⎨− − + + = −⎪
⎪ + + − =⎩

2

1

4
4

  

23.  24.  25.

2 5
2 2 1

.
3 3

1

x y z t
x y t

x y z t
x y z t

+ − − =⎧
⎪ − + =⎪
⎨− + − − = −⎪
⎪ − − + =⎩

3 8 1
2 7 30 36 29.

5 2 13 28 5

x y z t
x y z t

x y z t

− + + + =⎧
⎪ + + − =⎨
⎪− − − + =⎩

2 2 5
2 2

.
1
1

x y z t
x y z t
x y z t

x y z t

+ − − =⎧
⎪− − + + = −⎪
⎨ − + + − =⎪
⎪ − − + = −⎩

  

 
Задание 7 
Найти фундаментальную систему решений и общее решение системы однородных 
уравнений  

1.  2.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

5 2 2 12 43 0
4 4 0

.
3 3 2 30 22 0
6 20 39 0

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

+ + + − =⎧
⎪ − + − − =⎪
⎨ + − + − =⎪
⎪ + + + − =⎩

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 2 2 5 0
4 3

.
5 12 0

2 2 7 20 0

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

0
− + + + =⎧

⎪ − − − + =⎪
⎨ + + − =⎪
⎪ + + + =⎩

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3 4

3 15 4 0
2 2 13 0 .

3 2 6 19 0

x x x x
x x x x
x x x x

− − + =⎧
⎪ + + + =⎨
⎪ + − + =⎩

0

0
.

 3.  

4.  5.

1 2 3 4

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

9 3 9 24 0
0

.
2 2 2 8 0

2 2

x x x x
x x x

x x x x
x x x x

+ − − =⎧
⎪ − − =⎪
⎨ + − − =⎪
⎪ − + + − =⎩

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 2 3
4 0

3 2 17 13 0

x x x x
x x x x

x x x x

− − + =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ + − − =⎩

 6.
2 3 0

2 3
4 5 3

x y z t
x y z t
x y z t

0 .
0

+ − + =⎧
⎪ − − − =⎨
⎪ + − − =⎩

 

7.  8.

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

4 24 15 0
2 6 3 0

.
2 14 9 0

6 29 21 0

x x x x
x x x x

x x x x
x x x x

+ − − =⎧
⎪ − − − =⎪
⎨ + − − =⎪
⎪ + − − =⎩

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

5 8 10
3 4 12 0.

3 4 4

x x x x
x x x x

x x x x

0

0

+ − − =⎧
⎪ + + + =⎨
⎪ + − − =⎩

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 6 0
2 2 3 2 25 0

.
5 16 0

2 2 2 3 12 0

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

+ + + − =⎧
⎪

 9.
+ − + + =⎪

⎨ − − − − + =⎪
⎪ + + + + =⎩

2 2 2 3 0
.

3 4
2 2 2 3 6 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ + + + =⎧
⎪ + + + − =⎪
⎨ + + + − =⎪
⎪ + + + − =⎩

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

6 25 0
2 2 3 2 5 0

.
10 0

2 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ + + + =⎧
⎪

 

10.  11.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

6 25 0

0
+ − + + =⎪

⎨ − − − + =⎪
⎪ + + + + =⎩
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0
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

− − − − =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨ + + + − =⎪
⎪ + + − − =⎩

2 3 0
2 3 0
4 5 3 0

x y z t
x y z t
x y z t

12.  13.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 3 7 0
4 12 2

.
3 3 6 10 0
3 2 14 0

.
+ − + =⎧

⎪ − − − =⎨
⎪ + − − =⎩

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 3 7 0
4 12 2 0

.
3 3 6 10 0
3 2 14 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

 14.

− − − − =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨ + + + − =⎪
⎪ + + − − =⎩

0

0

0
0

0

 

15.       16.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

2 2 12 7 0
3 12 4

.
3 3 2 7 20 0

2 4 11

x x x x x
x x x x x
x x x x x

x x x x x

− + + + + =⎧
⎪ − + + + =⎪
⎨ + + − + =⎪
⎪ + + − + =⎩

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 10 7
3 16 11

.
3 3 7 36 47 0

3 20 13

x x x x x
x x x x x
x x x x x

x x x x x

+ + − + =⎧
⎪ − + + − =⎪
⎨ + + + + =⎪
⎪ − − − − =⎩

 

17.        18.
4 17

3 7 8 0
2 2 7 0

x y z t
x y z t
x y z t

+ + + =⎧
⎪ + + − =⎨
⎪ − + + =⎩

0
. .

2 0
2 0

2 4 7 0

x y z t
x y z t

x y z t

− + − =⎧
⎪ − − + =⎨
⎪ − − + =⎩

     19.
2 13 11

9 8 0
2 3 0

x y z t
x y z t

x y z t

0
.

− + + =⎧
⎪ − + + =⎨
⎪ + + + =⎩

 

20.    21.
3 17 8
2 12 5

3 2 19 7 0

x y z t
x y z t

x y z t

+ − − =⎧
⎪ + − − =⎨
⎪ + − − =⎩

0
0 . 0.

0

4 3 7 0
2 3

3 4 2

x y z t
x y z t

x y z t

+ − − =⎧
⎪− − + + =⎨
⎪ + − − =⎩

      22.
6 34 32
2 5 30 20 0.

2 3 0

x y z t
x y z t
x y z t

0+ + + =⎧
⎪ + + + =⎨
⎪ − − + =⎩

 

23.  24.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

3 4 2 3 0
5 7 3 4 0

.
4 5 2 5 0
7 10 6 5 0

x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x

+ + + + =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨ + + + + =⎪
⎪ + + + + =⎩

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4

5 23 16
2 0

6 24 18 0

x x x x
x x x x
x x x

0
.

+ − + =⎧
⎪ − − + =⎨
⎪ − + =⎩

 25.   

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 0
3 0

.
3 0

3 0

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

+ − + =⎧
⎪ + + − =⎪
⎨− + + + =⎪
⎪ − + + =⎩

 
Задание 8  

1. Как изменится определитель n–го порядка, если его подвергнуть следующему 
преобразованию: у каждого элемента изменить знак на противоположный. 
2. Как изменится определитель n–го порядка, если его подвергнуть следующему 
преобразованию: первый столбец переставить на последнее место. 
3. Как изменится определитель n–го порядка, если его подвергнуть следующему 
преобразованию: строки определителя записать в обратном порядке. 
4. Как изменится определитель n–го порядка, если его подвергнуть следующему 
преобразованию: к каждой строке, кроме последней, прибавить последующую строку. 
5. Доказать, что определитель, у которого какая–либо строка состоит из нулей, равен 
нулю. 
6. Доказать, что определитель с двумя пропорциональными строками равен нулю. 
7. Доказать, что при перестановке двух строк определитель умножается на –1. 
8. Используя только свойства определителя, показать, что данный определитель равен 

нулю 
131211131211

10981098
765765
43y2x432

++
++
++
++

yx
yx
yx . 

9. Используя только свойства определителя, показать, что данный определитель равен 

 



нулю 
255x-1x1
164x-1x1
93x-1x1
42x-1x1

+
+
+
+

. 

10. Как изменится произведение AB матриц A и B, если переставит i–ю и j–ю строки 
матрицы A. 
11. Как изменится произведение AB матриц A и B,если к  i–й строке матрицы A 
прибавить j–ю строку, умноженную на число k. 
12. Как изменится произведение AB матриц A и B,если переставить i-й и j–й столбцы 
матрицы B. 
13. Как изменится произведение AB матриц A и B,если к i-му столбцу матрицы B 
прибавить j-q столбец, умноженный на число k. 
14. Доказать, что если А – невырожденная матрица, то из A2=A следует A=E. 
15. Доказать, что если А – невырожденная матрица, то из A2=E следует A=A-1. 
16. Найти решение системы уравнений в зависимости от параметра а 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=++
=++
=++

.1
,1
,1

321

321

321

axxx
xaxx
xxax

 

17. Найти решение системы уравнений в зависимости от параметра а 
( )

( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++
=+++
=+++

.1
,1
,11

2
321

321

321

axaxx
axxax

xxxa
 

18. Найти решение системы уравнений в зависимости от параметра а 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++
=+++
=+++
=+++

1
1
1
,1

4321

4321

4321

4321

axxxx
xaxxx
xxaxx
xxxax

 

19. При каких значениях λ  матрица A не имеет обратной    .
10
1-52
14

A
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

λ

λ

20. Решить матричное уравнение    .01
45

12
86X11

34 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

21. Решить матричное уравнение    .11
12

34
57X ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅

22. Решить матричное уравнение    .
42
03
32

34
23X

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −
=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅

23. Решить матричное уравнение    .21
12

53
32X1-2

2-3 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

24. Решить матричное уравнение    .13
42

1-3
25-X54

43 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

−
−=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛⋅⋅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

25. Решить матричное уравнение    .
411
311
212

X
034-
101

213-
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=⋅

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−
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