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1. ПОЯСНИТЕЛЬНАЯ ЗАПИСКА 

Одной из основных задач техники является обеспечение прочности ин-

женерных конструкций и их элементов при наименьшей затрате материала. При 

проектировании различных инженерных конструкций приходится определять 

размеры их отдельных элементов. Эта задача решается на основе расчетов, цель 

которых – создание прочной, жесткой, устойчивой, долговечной и, вместе с тем 

экономичной конструкции. Такая задача возникает при проектировании машин, 

автомобилей, самолетов, судов, ракет и т.п. 

Все эти вопросы рассматриваются в комплексе дисциплин, одной из ко-

торых является «Сопротивление материалов». Наука «Сопротивление мате-

риалов» широко применяется в инженерной практике. В данном курсе основное 

внимание уделяется вопросам прочности, жесткости и устойчивости отдельно-

го стержня как оснода описанная вного элемента инженерной конструкции. В 

сочетании с аналитическими методами расчета в сопротивлении материалов 

изучаются экспериментальные данные, полученные в лабораторных условиях. 

Изучая курс «Сопротивления материалов», необходимо: 

1. Твердо усвоить основные понятия и терминологию курса: какие явле-

ния изучаются, как они называются и обозначаются. 

2. Прорабатывая теоретическую часть курса, необходимо обратить вни-

мание на физическую сущность явления и взаимосвязи между различными яв-

лениями. 

3. Изучая то или иное явление, необходимо обратить внимание на ис-

пользуемые допущения, которые позволяют определить область применения 

полученных зависимостей. 

4. В изучении курса решение задач имеет исключительно большое значе-

ние. Решение и анализ задач позволяют понять и запомнить основные опреде-

ления и формулы данного курса, создают представления об их характерных 

особенностях и границах применения. 

Все задачи, независимо от способа задания исходных величин, рекомен-

дуется решать в общем виде в буквенных обозначениях. 

Получив ответ задачи в общем виде и проанализировав его, можно при-

ступить к числовым расчетам. Особое внимание на этом этапе следует обратить 

на соблюдение размерностей представляемых величин. 

5. При подготовке к лабораторным работам необходимо тщательно про-

анализировать соответствующий теоретический материал. В результате прора-

ботки должны быть отчетливо поняты следующие вопросы: 

а) цель проводимых испытаний; 

б) исходные предпосылки и возможный результат; 

в) методика проведения испытаний. 

В случае возникновения затруднений при изучении курса, выполнения 

контрольных и лабораторных работ необходимо обратиться к преподавателю за 

консультацией. 
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2. РАБОЧАЯ ПРОГРАММА 

Геометрические характеристики поперечных сечений бруса 

1. Площадь, статический момент сечения, положение центра тяжести се-

чения. Осевой, полярный и центробежный моменты инерции сечения. Связь 

между полярными и осевыми моментами инерции. 

2. Вывод формул моментов инерции для простейших фигур. 

3. Изменение моментов инерции при параллельном переносе и повороте 

осей. 

4. Главные оси инерции. Главные моменты инерции. Определение поло-

жения главных осей и вычисление главных моментов инерции. 

Основные понятия и положения 

1. Предмет и задачи курса. Связь курса с общенаучными, общеинженер-

ными и специальными дисциплинами. 

2. Понятие о разрушении как состоянии, приводящем к нарушению усло-

вий нормальной эксплуатации конструкции. 

3. Понятие бруса как наиболее типичного элемента конструкции. Расчет-

ная схема в сопротивлении материалов, схематизация формы тела, свойств его 

материала и нагрузок. Принцип независимости действия сил. 

4. Понятие о внутренних усилиях. Метод сечений. Внутренние силовые 

факторы и их связь с внешней нагрузкой. Правило знаков внутренних силовых 

факторов. Внутренние силовые факторы в поперечном сечении при простых 

видах нагружения. Дифференциальные зависимости между внутренними уси-

лиями и интенсивностью внешней нагрузки при осевом растяжении, кручении 

и изгибе. Эпюры внутренних усилий. Опасные сечения. 

5. Понятие о напряжениях. Напряжения как мера интенсивности распре-

деления внутренних усилий в сечениях. Полное, нормальное и касательное 

напряжения. Правило знаков. Интегральные зависимости между напряжениями 

и внутренними усилиями. Понятие об опасной точке. Напряженное состояние 

элементарной частицы. Закон парности касательных напряжений. Направление 

касательных напряжений на контуре сечения. 

6. Понятие о деформациях и деформированном состоянии. Деформации 

линейные и угловые, абсолютные и относительные, продольные и поперечные, 

упругие и пластические. Коэффициент Пуассона. Перемещения линейные и уг-

ловые. Основные допущения о деформациях и перемещениях. Принцип 

начальных размеров. Принцип Сен-Венана. 

7. Связь между напряжениями и деформациями при растяжении и сдвиге 

(закон Гука). 

Определение напряжений в поперечных сечениях бруса по известным 

внутренним силовым факторам 

1. Три стороны вопроса (геометрическая, физическая и статическая) при 

определении напряжений. 



 6 

2. Определение нормальных напряжений по известной продольной силе. 

Эпюры нормальных напряжений. Опасная точка. Напряженное состояние при 

растяжении-сжатии бруса. 

3. Определение нормальных напряжений по известному изгибающему 

моменту. Эпюры нормальных напряжений и положение опасной точки при чи-

стом изгибе. Напряженное состояние при чистом изгибе. 

4. Понятие поперечного изгиба. Распространение формулы нормальных 

напряжений при чистом изгибе на поперечный изгиб. Определение касатель-

ных напряжений по известной поперечной силе (формула Д.И.Журавского). 

Эпюры касательных напряжений. Сравнение величин нормальных и касатель-

ных напряжений при поперечном изгибе. Понятие о расчете составных балок. 

5. Определение касательных напряжений в брусьях круглого сечения по 

известному крутящему моменту. Эпюры касательных напряжений и положение 

опасной точки при кручении брусьев круглого (кольцевого) сечения. Понятие о 

кручении брусьев некруглого поперечного сечения. 

Оценка прочности бруса при простейших деформациях 

1. Экспериментальное изучение механических свойств материалов. Диа-

грамма напряжений. Пластичное и хрупкое состояние материалов. Предельное 

допускаемое напряжение. Выбор коэффициента запаса. Тенденция снижения 

запаса прочности и пути ее реализации. 

2. Условия прочности при простейших деформациях (растяжение-сжатие, 

срез, кручение, изгиб, смятие). Три типа задач при расчете на прочность. 

3. О рациональной форме сечения бруса при простейшей деформации. 

Коэффициент экономичности сечения. Брусья равного сопротивления. 

4. Понятие о концентрации напряжения. Условия прочности при концен-

трации напряжения. Расчеты на прочность хрупких и пластичных материалов 

при концентрации напряжений. 

Основы теории напряженного и деформированного состояний, 

гипотезы предельных состояний и расчеты на прочность 

1. Аналитическое исследование напряжений в произвольных сечениях 

бруса. Главные площадки и главные напряжения. Площадки с экстремальными 

касательными напряжениями. Понятие об объемном напряженном состоянии. 

Максимальное касательное напряжение и октаэдрические касательные напря-

жения в точке. Исследование напряженного состояния бруса при простейших 

деформациях. 

2. Основы теории плоского деформированного состояния. Компоненты 

деформации, аналогия между математическими зависимостями теорий напря-

женного и деформированного состояний. Главные деформации. 

3. Закон Гука при пространственном и плоском напряженных состояниях. 

Выражение нормальных и касательных напряжений через относительные ли-

нейные и угловые деформации. Связь между тремя упругими постоянными. 
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4. Потенциальная энергия деформированного тела и формула для ее вы-

числения. 

5. Критерии пластичности и разрушения. Эквивалентное напряжение. Ги-

потезы максимальных касательных и октаэдрических касательных напряжений. 

Теория Мора. Пределы применимости гипотез и их экспериментальная оценка. 

Хрупкое и пластическое состояния материала при разрушении. Зависимость 

характера разрушения от вида напряженного состояния. Критерии разрушения. 

Применение теории Мора к расчету по разрушению. Оценка прочности бруса 

при простейших деформациях через главные напряжения. 

Определение напряжений и расчеты на прочность брусьев, в сечениях 

которых возникают одновременно два или более внутренних усилий 

1. Общий случай нагружения груза. Определение опасного сечения. 

Определение нормальных и касательных напряжений. Определение опасной 

точки и составление условий прочности. 

2. Частные случаи нагружения бруса: внецентренное растяжение-сжатие, 

косой изгиб, растяжение с кручением, изгиб с кручением. 

3. Основы расчета винтовых пружин с малым шагом. 

Определение перемещений и расчеты на жесткость 

1 Виды перемещений. Теорема о взаимности перемещений. 

2. Обобщенная формула Мора для определения перемещений. Вычисле-

ние интегралов Мора по способу Верещагина. Общий порядок определения пе-

ремещений. Определение перемещений при простейших деформациях. Опреде-

ление взаимных перемещений. Понятие допускаемого перемещения. Условия 

жесткости. Пример определения перемещений в пространственном брусе. 

Расчет статически неопределимых систем 

1. Понятие о статически неопределимых системах. Внешние и внутренние 

статически неопределимые системы. Степень статической неопределимости си-

стемы. 

2. Метод сил для раскрытия статической неопределимости. Основная и 

эквивалентная системы. Канонические уравнения метода сил и их геометриче-

ский смысл. Определение коэффициентов при неизвестных и свободных (гру-

зовых) членах системы канонических уравнений. Общий порядок расчета ста-

тически неопределимых систем. 

3. Выбор основной системы и ее свойства. Учет свойств симметрии. Вы-

бор основной системы для многопролетных неразрезанных балок. Понятие о 

пространственных и плоско-пространственных статически неопределимых си-

стемах. 

4. Статическая и деформационная проверки решения. Определение пере-

мещений в статически неопределимых системах. 

Основы расчета элементов конструкции за пределами упругости 

1. Диаграммы деформирования и способы их схематизации. 
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2. Несущая способность брусьев и систем, работающих на растяжение-

сжатие. 

3. Упруго-пластическое кручение бруса круглого поперечного сечения. 

4. Упруго-пластический изгиб. Пластический шарнир, пластический мо-

мент сопротивления. Кинематический метод определения предельных нагрузок. 

Закон разгрузки. Понятие об остаточных напряжениях. 

5. Отличие в поведении статически определимых и статически неопреде-

лимых систем при упруго-пластических деформациях. Общий порядок расчета 

статически неопределимых систем за пределом упругости. Построение графи-

ков, характеризующих при упруго-пластических деформациях зависимость 

усилий и перемещений от нагрузок. 

Устойчивость деформируемых систем 

1. Понятие об устойчивых и неустойчивых формах равновесия деформи-

руемых систем. 

2. Дифференциальное уравнение при продольном изгибе. Выбор гранич-

ных условий для определения постоянных интегрирования. Определение кри-

тической силы для различных условий закрепления концов стержня. Формула 

Эйлера и пределы ее применимости. Потеря устойчивости за пределом упруго-

сти, формула Ясинского. Полный график критического напряжения. 

3. Расчеты сжатых стержней по условию устойчивости (коэффициенту 

снижения основного допускаемого напряжения). Выбор материала, рациональ-

ные формы сечения стержня. 

4. Энергетический метод определения критической силы, расчеты на 

устойчивость составных брусьев, случаи потери устойчивости при плоском из-

гибе и кручении тонкостенной трубы. 

5. Понятие о продольно-поперечном изгибе. 

Расчеты на прочность при динамических нагрузках 

1. Расчет на прочность движущихся с ускорением элементов конструк-

ции. Определение усилий, напряжений и перемещений (использование принци-

па Даламбера). Коэффициент динамичности. 

2. Понятие об ударном нагружении. Основные допущения, используемые 

в приближенном инженерном методе расчета на удар. Понятие о приведенной 

массе. Коэффициент приведения. Определение напряжений и перемещений при 

ударе. Коэффициент динамичности при ударе. Способы уменьшения ударных 

воздействий. Испытание на удар. 

Прочность при напряжениях, циклически изменяющихся во времени 

1. Понятие о циклических нагрузках. Виды циклов. Основные характери-

стики цикла. Особенности разрушения при циклических нагрузках. Современ-

ные представления о прочности материалов при циклическом нагружении. 

2. Предел выносливости и его определение. Влияние асимметрии цикла 

на предел выносливости. Основные факторы, влияющие на величину предела 

выносливости. Определение предела выносливости детали. 
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3. Расчеты на прочность при переменных напряжениях. Расчеты на проч-

ность при симметричном цикле. Диаграмма предельных напряжений в коорди-

натах а и т. Расчеты на прочность при асимметричном цикле в условиях ли-

нейного напряженного состояния, чистого сдвига и при совместном действии 

нормальных и касательных напряжений. 

4. Понятие о нестационарном нагружении. Гипотеза линейного суммиро-

вания повреждений. Расчет на прочность и долговечность при нестационарном 

нагружении. 

Расчет тонкостенных оболочек и толстостенных цилиндрических труб 

1. Элементы оболочек. Расчет оболочек вращения по безмоментной тео-

рии. Условие существования безмоментного напряженного состояния. Уравне-

ния безмоментной теории. Примеры. 

2. Моментная теория осесимметричных цилиндрических оболочек. Вывод 

основных уравнений. Частные случаи загрузки цилиндрической оболочки, по-

нятие о краевом эффекте. Особенности расчета длинных цилиндрических обо-

лочек. 

3. Напряжения и деформации в толстостенной трубе под действием внут-

реннего и наружного давлений. Частные случаи нагружения. Условия прочно-

сти трубы. Учет влияния днищ. 

4. Задача А.В. Гадолина о расчете составных цилиндров. Напряжения от 

насаживания в составных цилиндрах. Оптимальные значения контактного дав-

ления и соответствующего ему натяга. 

Методы экспериментального исследования 

деформированного и напряженного состояний 

1. Испытание материалов и испытание конструкций. 

2. Метод хрупких лаковых покрытий. 

3. Применение тензорезисторов для измерения деформаций. Метод тен-

зометрирования. 

4. Поляризационно-оптический метод исследования напряженного состо-

яния. 

Выводы 

Современные проблемы определения напряжений и расчетов на проч-

ность, жесткость, устойчивость и колебания. Исследование больших пластиче-

ских деформаций. Учет анизотропии. Прочность металлов при высоких и низ-

ких температурах. Малоцикловая прочность. Современные пути развития науки 

прочности в России и за рубежом. 
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Тематический план дисциплины «Сопротивление материалов» 

№ 

п/п 
Наименование темы 

Заочная форма обучения 

Всего 

часов 
Ауд. 

Лек-

ции 

Лаб. 

раб. 

Практ. 

зан. 

Самос-

тоят. 

работа 

Расчетно-

графические 

работы 

1 

Геометрические харак-

теристики плоских се-

чений 

8 2 - - 2 6 № 2 

2 
Основные понятия, по-

строение эпюр 
30 14 2 8 4 16 № 1 

3 

Определение напряже-

ний по внутренним уси-

лиям 

16 4 2 - 2 12 № 2 

4 

Оценка прочности бруса 

при простейших дефор-

мациях 

16 4 2 - 2 12 - 

5 

Основы теории напря-

женного и деформиро-

ванного состояний. Ис-

пытание образцов мате-

риалов, гипотезы проч-

ности 

12 3 23 - - 9 - 

6 Сложное сопротивление 18 5 3 - 2 13 № 2 

7 

Определение перемеще-

ний, расчеты на жест-

кость 

26 6 2 - 4 20 № 3 

8 
Расчет статически 

неопределимых систем 
36 6 2 - 4 30 № 4 

9 
Основы расчетов за пре-

делом упругости 
7 1 1 - - 6 - 

10 
Устойчивость деформи-

руемых систем 
8 4 2 - 2 4 № 5 

11 

Расчеты на прочность и 

жесткость при динами-

ческих нагрузках 

14 4 2 - 2 10 № 5 

12 

Расчеты на прочность 

при циклических 

нагрузках 

5 1 1 - - -  

13 
Расчет безмоментных 

оболочек вращения 
3 1 11 - - 2  

14 Заключительная лекция 1 1 1 - - -  

 ИТОГО 200 56 54 8 24 144  

         

Форма контроля знаний: 
I ч – экзамен 

II ч - экзамен 

За-

чет 
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3. ОПОРНЫЙ КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ 

ЧАСТЬ I 

ТЕМА 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ПОЛОЖЕНИЯ 

При нагружении тела каждая его частица изменяет форму и размеры, т.е. 

деформируется. Будем различать линейные и угловые деформации (рис. 1). 

1. Линейные деформации (л.д.) – изменение линейных размеров частицы 

(рис. 2). 

dz , dy  – абсолютные л.д. 

Относительные л.д. 

dz

dz
z


 ; 

dy

dy
y


 .      (1) 

 

 

  

 
 

Р1 
Р2 

Р3 

Р4 

 
  

у 

z 

dz dz 

dy 

dy 

 
 

у 

z 

dz 

dy 

S 

   

 

Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 

 

2. Угловые деформации (у.д.) – изменение углов между гранями частицы 

(рис. 3). 

S – абсолютная у.д. (абсолютный сдвиг). 

Относительная у.д. (относительный сдвиг) 




tg
dy

S
.      (2) 

Будем рассматривать упругие деформации (исчезающие после снятия 

нагрузки). Упругие деформации малы (<< 1 %). 

Совокупность линейных и угловых деформаций по всем возможным 

направлениям в точке тела называется деформированным состоянием  

в точке. 

Так как все частицы тела связаны между собой, то между ними возника-

ют внутренние усилия, препятствующие деформированию соседних частиц. 

R – равнодействующая внутренних усилий на площадке A (рис. 4). 
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Р1 

 

Р2 

Р4 

 Р3 

 
Р2 

R 

A 

 
Р3 

Внутренние 

усилия 

I 

II II 

 
Рис. 4 

 

Полное напряжение в точке 

0
lim
A

R
P

A 





.      (3) 

z, zx, zy – составляющие Р; 

zz = z – нормальное напряжение; 









zy

zx
 – касательные напряжения. 

На рис. 5 изображены три напряжения на каждой площадке. 

 

Z 

X 

Y 

P 

II 

zx 

zy 

z 

 
 

Z 

X 

Y 

xz 

zy 

z 

zx 

y 

x 

yz 

yx 

xy 

 

Рис. 5 Рис. 6 

 

z dA; zx dA; zy dA – элементарные усилия на площадке dA. 

1-й индекс напряжения – направление нормали к площадке; 

2-й индекс – направление самого напряжения. 

Из условия равновесия следует закон парности касательных напряже-

ний: на взаимно перпендикулярных площадках  равны по величине и 

направлены либо к общему ребру, либо от него 
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xzzx

zyyz

yxxy

.       (4) 

На рис. 6 показано напряженное состояние частицы (в общем случае). 

Совокупность всех напряжений на всех возможных площадках, про-

ходящих через точку, называется напряженным состоянием в точке (НС). 

На рис. 7 показаны простейшие напряженные состояния: линейное (ЛНС) 

(рис. 7, а) и напряженное состояние чистого сдвига (НСЧС) (рис. 7, б). 
 

 

z z 

 

 

 

 

 

 
а б 

Рис. 7 

 

Чем больше нагрузка, тем больше деформации, а следовательно, и 

напряжения. Зависимость между напряжениями и деформациями установил ан-

глийский ученый Роберт Гук (1635–1703) (рис. 8, а, б). 
 

 

z z 

 
1 

 

 

 

 

 

 
а б 

Рис. 8 
 

Закон Гука при ЛНС 

 = Е .     (5) 

Закон Гука при НСЧС 

 = G .    (6) 

Обычно продольная деформация сопровождается поперечной (рис. 9) 

l

l

l

ll 



 1

пр  – относительная 

продольная деформация; 

1
поп

b b

b b

b 
    – относитель-

ная поперечная деформация. 

  

b b1 

l 

l1 

  

 
Рис. 9 
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Оказывается, при ЛНС прпоп  . Отношение 

const
пр

поп 



      (7) 

называется коэффициентом Пуассона (французский ученый 1781–1840 гг.) для 
ЛНС. 

Упругими постоянными материала являются 
Е – продольный модуль упругости (модуль Юнга); 
G – модуль сдвига; 

0   0,5 – коэффициент Пуассона. 
Установлено, что 

)1(2 


E
G .       (8) 

Равнодействующие элементарных усилий в сечении называются внутрен-
ними силовыми факторами (ВСФ) и могут быть выражены через внешнюю 
нагрузку из условий равновесия оставшейся части бруса (рис. 10). 

 

 
Рис. 10 

 

ВСФ в сечении обозначают Nz, Qy, Qx, Mz, My, Mx. 
Продольная (нормальная) сила: растягивает или сжимает брус 

ост
iz z P

A

N dA z   ;      (9) 

поперечные силы: сдвигают одну часть бруса относительно другой 

ост

ост

i

i

y zy P

A

x zx P

A

Q dA y

Q dA x

  



   





;              (10) 

крутящий момент: закручивает брус 

ост

( ) ( )z zx zy z

A A

M y x dA dA M         ;            (11) 

Z 

X 

Y 

zx 

zy 

zx 

 

X 

Y 

y 

x 

zy 

 

  

Mz 

Mx 

My 

Nz 

Qy 

Qx 

P3 

P2 

 z 
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изгибающие моменты: изгибают брус 

ост

ост

( )

( )

y z y

A

x z x

A

M dA x M

M dA y M

  



   





.             (12) 

Нормальная сила Nz (поперечные силы Qy или Qx) представляет со-

бой равнодействующую всех элементарных усилий в сечении в направле-

нии оси Z (Y или X) и равна алгебраической сумме проекций на ось Z (Y 

или X) всех внешних сил, приложенных к оставшейся части бруса. 

Крутящий момент Mz (изгибающие моменты My или Mx) представля-

ет собой равнодействующий момент всех элементарных усилий в сечении 

относительно оси Z (Y или X) и равен алгебраической сумме моментов от-

носительно оси Z (Y или X) всех внешних нагрузок, приложенных к остав-

шейся части бруса. 

В сечении ВСФ являются реакциями одной части бруса на другую и 

определяются по методу сечений: 

1) разрезают брус сечением на две части; 

2) отбрасывают одну из частей, а оставшуюся жестко закрепляют разре-

завшим сечением; 

3) в сечении ВСФ определяют как реакции в заделке из условий равнове-

сия оставшейся части. 

Графики изменения ВСФ по длине бруса называют эпюрами ВСФ. 

Сечение, в котором все ВСФ достигают наибольших значений, называют 

опасным сечением. 

Точка опасного сечения, в которой все напряжения достигают 

наибольших значений, называется опасной точкой бруса. 

Правила знаков ВСФ (рис. 11) 

1) Nz > 0, если вызвана внешней растягивающей брус силой; 

2) Mz > 0, если вызван внешним моментом, стремящимся вращать остав-

шуюся часть бруса против часовой стрелки (если смотреть со стороны сече-

ния); 

3) Qy > 0, если вызвана внешней силой, стремящейся повернуть рассмат-

риваемую часть бруса по часовой стрелке; 

4) Mx > 0, если вызван внешними нагрузками, стремящимися изогнуть 

оставшуюся часть бруса выпуклостью вниз (сжаты верхние волокна). 

 
Рис. 11 

P 

P 

P P 

P Nz = + P 
Mz = + m 

 Mx = + Pz 

Qy = + P 

m 

m 

m 

z 
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Прочность детали – способность не только не разрушаться, но и не 

изменять существенно форму и размеры под нагрузкой. 

Сопротивление материалов (СМ) – 

это наука о прочности наиболее типич-

ных элементов конструкций. 

Наиболее типичным элементом яв-

ляется брус (стержень): тело, один раз-

мер которого значительно (в восемь-

десять раз) больше двух других 

(рис. 12). В СМ в основном рассматри-

вается прочность стержней и стержне-

вых конструкций (рис. 13). 

 

 
Балка Криволинейный брус Рама Пространственный брус 

 

Рис. 13 

 

Дифференциальные зависимости при изгибе бруса показаны на рис. 14. 

 
Рис. 14 

 

Рассмотрим равновесие части балки dz. 

1)   0y ; 

Qy + qdz – (Qy + dQy) = 0;  q
dz

dQy
 .            (13) 

2)   0cM ; 

0)(
2

 xxyx dMM
dz

qdzdzQM ;  y
x Q

dz

dM
 .           (14) 

 

l > 10 h 

l 

l 
 

Рис. 12 

P 

P 

P P 

Y 

Z 

P 
m 

z 

q (z) 

 
Qy 

Mx 

Mx + dMx 

q 

C 

dz 

Qy + dQy 

dz 
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Продифференцируем (14) по Z и, учитывая (13), получим 

q
dz

dQ

dz

Md y


2

2

.              (15) 

Из дифференциальных зависимостей (13)-(15) следует, что при построе-

нии эпюр Qy и Мх слева направо: 

эпюра Qy: 

1) имеет скачок в сечении, где приложена сила Р, на величину и в направ-

лении этой силы (см. примеры построения эпюр); 

2) постоянна на участках, где q = 0; 

3) меняется по линейному закону на участках, где q = const, на величину и 

в направлении нагрузки; 

эпюра Мх: 

1) имеет скачок в сечении, где приложен момент m на величину этого 

момента (см. примеры построения эпюр); 

2) возрастает или убывает: 

а) возрастает на участках, где Qy > 0; 

б) убывает на участках, где Qy < 0; 

в) постоянна на участках, где Qy = 0; 

3) возрастает или убывает на величину, численно равную площади эпюры 

Qy на этом участке; 

4) возрастает или убывает по линейному закону на участках, где q = 0, и 

по закону квадратной параболы на участках, где q = const. Парабола выпукла 

навстречу нагрузке q и экстремальна в сечении, где Qy = 0. 

ТЕМА 2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ В СЕЧЕНИИ БРУСА 

ПО ИЗВЕСТНЫМ ВСФ. ЭПЮРЫ НАПРЯЖЕНИЙ. ОПАСНАЯ ТОЧКА. 

ОЦЕНКА ПРОЧНОСТИ БРУСА ПРИ ПРОСТЕЙШИХ ДЕФОРМАЦИЯХ 

Задача. Какие напряжения возникают от каждого ВСФ и как они распре-

деляются по сечению? 

Три этапа решения задачи: 

1) геометрическая сторона (ГС): задает закон распределения деформа-

ций по сечению на основе гипотезы плоских сечений Я. Бернулли: сечения, 

плоские и  оси бруса до деформации, остаются плоскими и  оси бруса и 

после его деформации. 

2) физическая сторона (ФС): связывает известные деформации с напря-

жениями зависимостями (5) и (6); основана на допущении, что соседние волок-

на не давят друг на друга. 

3) статическая сторона (СС): связывает напряжения с ВСФ зависимо-

стями (9)–(12). 
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Определение напряжений по известной Nz 

Простое растяжение–сжатие. 

 

1. Геометрическая сторо-

на: сечения остались плоскими и 

одно переместилось относитель-

но другого на dz. 

const



dz

dz
z  – относи-

тельная деформация произволь-

ного волокна (рис. 15). 

 = 0, так как углы не 

исказились. 

2. Физическая сторона: 
dz

dz
EE zz


 ; 0 G .     (*) 

3. Статическая сторона: так как Qy = Qx =Mz = My = Mx = 0 и  = 0, то из 

(9)–(12): 

 



AA

zz A
dz

dz
EdA

dz

dz
EdAN

Δ
; 

отсюда 
A

N

dz

dz
E z


; с учетом (*):  

const)( 
A

N
N z

zz .             (16) 

Из (16) следует, что Nz распределяется по сечению в виде нормальных 

напряжений, причем во всех точках сечения напряжения одинаковы 
(рис. 16, а). 

 

 
а б 

Рис. 16 

 

Из эпюры z (Nz) следует, что опасной будет любая точка А опасного се-

чения, так как при растяжении-сжатии возникают только напряжения z, то 

напряженное состояние – линейное (рис. 16, б). 

 

 
Nz 

 
Nz 

dz dz 

А B1 B 

 
 

Рис. 15 

 

Nz 

 

Nz 

А 

А 

z (Nz) 

ЛНС 
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Определение напряжений по известному Мх (чистый изгиб) 

1. Геометрическая сторона: сечения 

остались плоскими, причем одно повернулось 

относительно другого на угол d. 

Верхние волокна растянулись, нижние 

сжались. 

 = 0, так как углы не исказились (сече-

ния остались  изогнутой оси). Где-то между 

ними есть нейтральное волокно СD1, длина 

которого не изменилась (рис. 17) 

1CDddz  , 

где  – радиус кривизны нейтрального волок-

на. 

Относительная деформация произволь-

ного волокна АВ: 

1 ( ) ( )
z

AB AB y d dz y d d y

dz dAB

       
    

  
. 

2. Физическая сторона: 



y

EE zz ,  (*)  0 G . 

3. Статическая сторона: так как Nz = Qy = Qx =Mz = My = 0 и  = 0, то из 

(9)-(12): 

а)   






A

x

A

zz S
E

ydA
E

dAN 0 , так как Nz = 0 (см. определение ГЦО в 

приложении). 

0


E
 ,следовательно, 0 cx AyS , т.е. 0cy .  

Следовательно, X – центральная ось; 

б)  






A

xy

A

zy I
E

xydA
E

xdAM 0)( , так как My = 0. 

0


E
, значит, Ixy = 0, т.е. X и Y – главные оси. 

Из а) и б) следует, что X, Y – главные центральные оси (ГЦО) 

Таким образом, при чистом изгибе нейтральная ось совпадает с главной 

центральной осью X. Плоскость XZ – нейтральная; 

в)  






A

x

A

zx I
E

dAy
E

ydAM 2)( , отсюда 

x

x

I

ME



;               (17) 

 

Mx 

Z 

D1 

B1 

B 

dz 

Y 

y 

 

d 

C 

A 

 
Рис. 17 
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С учетом (*): 

y
I

M
M

x

x
xz  )( ,              (18) 

т. е. Mх распределяется по сечению в виде нормальных напряжений по ли-
нейному закону: 

– при у = 0  z = 0 (на нейтральной оси); 

– при  maxyy  (на поверхности сечения): 

x

x
z

W

M
max ,                        (19) 

max

x
x

I
W

y
  – осевой момент сопротивления сечения. 

Эпюра z (Mх), согласно (18) B
z

A
z  , так как уА > уВ (рис. 18, а). 

Напряженное состояние в опасной точке (рис. 18, б). 
 

 

 

А 

 

(ЛНС) 

 

z =Мх / Wx 

 

а б 

Рис. 18 
 

Из эпюры z (Mх) следует, что опасной будет точка А сечения, наиболее 
удаленная от нейтральной оси X. Так как при чистом изгибе возникают толь-
ко напряжения z, то напряженное состояние – линейное (рис. 18, а ,б). 

Определение напряжений от Mх и Qy при их одновременном действии  

(поперечный изгиб) 

Как показывают исследования, при наличии поперечной силы плоские 

сечения искажаются. Однако влияние этих искажений на величину нормальных 

напряжений невелико, поэтому и при поперечном изгибе нормальные напряже-

ния определяют по формуле (18). 

Поперечная сила Qy распределяется по сечению в виде касательных 

напряжений, согласно формуле Д.И. Журавского (1821-1891 гг.) (вывод см. в 

[1]). 

yx

xy
yzy

bI

SQ
Q



 )( ,             (20) 

где Qy – поперечная сила в сечении; Ix – осевой момент инерции сечения отно-

сительно центральной оси X; by – ширина волокна, отстоящего от оси X на рас-

z
A 

= z
max 

y b
  
  
  

y A
 =

 y
m

ax
 

 z
B 

Z
 

X
 

Y
 

A
 

B
 

C
 

Mx 

A
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стоянии Y;   cx AyS  – статический момент части сечения , расположенной 

выше или ниже волокна, в котором находим zу. 

 

Эпюры zу (Qу) для прямоугольного и двутаврового сечения (рис. 19). 

 

 
Рис. 19 

 

Из эпюр ху (Qу) следует, что в точках на поверхности сечения  = 0 и до-

стигают максимального значения в точках на центральной оси. 

Сравним величины z (Mx) и zу (Qу) при поперечном изгибе (рис. 20). 

 

 
 

Рис. 20 

 

В заделке  PlM x max
; PQy  ; 

2

max
max 6

bh

Pl

W

M

x

x
z  ; 

bh

P

2

3max  ; 

l

h

z
4max

max





; при hl 10  

maxmax 025,0 z . 

Таким образом, для длинных брусьев сплошного сечения (нетонко-

стенных) влиянием zу (Qу) на прочность во многих случаях можно прене-

бречь по сравнению с z (Mx). 

h 

Y Y 

Х Х 
max 

b 


max

 = 
 3Qy 

2bh 

Y z
max 

P 

zy 
max 

h 

l 

Qy 

Мх 

Р 

Рl 

Mx Qy X 

b 
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Определение напряжений по известному Mz в брусьях круглого сечения 

(чистое кручение) 

1. Геометрическая сторона: сече-

ния остались плоскими; верхнее повер-

нулось относительно нижнего на угол d; 

0    r 

АА1 = d = dz; 

dz

d
  – угловая деформация частицы; 

z = 0, так как длины волокон не измени-

лись (рис. 21). 

2. Физическая сторона: 

     
dz

d
GG


 ;  (*)        z = E z = 0. 

3. Статическая сторона: так как Nz = Qy = Qx =Mz = Mх = 0 и z = 0, то из 

(9)-(12): 

2( )z p

A A

d d
M dA G dA G I

dz dz

 
       ; 

отсюда 
p

z

I

M

dz

d
G 


; с учетом (*) 


p

z
z

I

M
M )( ,              (21) 

т.е. Mz распределяется по сечению в виде касательных напряжений по ли-

нейному закону: 

– при  = 0   = 0 (в центре сечения); 

– при  max
 на поверхности сечения: 

p

z

W

M
max ;               (22) 

max


p
p

I
W  – полярный момент сопротивления сечения. 

Эпюра  (Mz), согласно (21) (рис. 22). 
 

 
Рис. 22 
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dz 

dz 
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r  
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Рис. 21 
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А А 


max 
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 23 

Напряженное состояние в опасной точке (рис. 23). 
 

 
 

Рис. 23 

 

Из эпюры  (Mz) следует, что опасной будет любая точка А на 

поверхности сечения. Так как при чистом 

кручении возникают только напряжения , то 

напряженное состояние – чистый сдвиг. 
При кручении брусьев некруглого сечения 

(например, прямоугольного) плоские сечения ис-

кривляются (рис. 24). Такие задачи решаются мето-

дами теории упругости, которые дают следующие 

результаты (табл. 1): 

k

zA

W

M
max ;     (23) 

maxB
, 

2hbWk  , 3hbIk  . 

Таблица 1 

Значения коэффициентов , ,  

h / b 1 2 4 8 10  

 0,208 0,246 0,282 0,307 0,313 0,333 

 0,141 0,229 0,281 0,307 0,313 0,333 

 1,000 0,795 0,745 0,742 0,742 0,742 

 

Оценка прочности бруса при простейших деформациях 

Итак, установили, что при простейших деформациях бруса: растяжении-

сжатии, изгибе или кручении, в опасной точке возникает одно из двух про-

стейших напряженных состояний (рис. 25). 

Как оценить прочность материала в 

наиболее опасной точке (а, следовательно, 

и прочность всего бруса)? 

Этот вопрос решается эксперимен-

тально путем испытания на растяжение 

стандартного образца, материал которого 

находится в ЛНС (рис. 26). В результате испытаний получают диаграмму 
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h 


B 


max 

Mz 

b 
 

 

Рис. 24 

 

ЛНС НСЧС 

 
 

 
Рис. 25 
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напряжений, которая позволяет определить предельные для данного материала 

напряжения. На рис. 27 приведены диаграммы напряжений, характерные для 

а – малоуглеродистой стали; б – углеродистой стали, меди, алюминия; в – чугу-

на, бетона, кирпича. 
 

 
Рис. 26 

 
 

а б в 

 

Рис. 27 

 

Предельными пред называют такие напряжения, при которых мате-

риал из упругого механического состояния переходит в новое механиче-

ское состояние (состояние пластичности – для пластичных материалов или 

состояние разрушения – для хрупких материалов). 

Так как при эксплуатации конструкции детали не только не должны раз-

рушаться, но получать больших деформаций, то предельными напряжениями 

для пластичных материалов (рис. 27, а, б) следует считать: Т – физический 

предел текучести (напряжение, при котором происходит рост деформации без 

заметного увеличения нагрузки) или 0,2 – условный предел текучести (когда на 

диаграмме отсутствует площадка текучести). 

Для хрупких материалов (рис. 27, в) предельными являются напряжения, 

при которых происходит разрушение: в – предел прочности или временное со-

противление. 

Максимальное рабочее напряжение в опасной точке конструкции не 

должно превышать величины допустимых для данного материала напряжений 

[], поэтому условие прочности частицы материала, находящейся в ЛНС, имеет 

вид 

][z .               (24) 

Аналогично для частицы, находящейся в НСЧС, 

][ .               (25) 

   

P P 

 P 
 = 

A 

   

   

Т   В 
В 

0,2 

  = 0,2 % 

d 
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Допустимое нормальное напряжение 

n

пред
][


 ;               (26) 

пред = т – для пластичных материалов; 

пред = в – для хрупких материалов; 

n = nт = (1,25–2,0) – коэффициент запаса по пределу текучести; 

n = nв = (2,0–5,0) – коэффициент запаса по пределу прочности. 

Допустимые касательные напряжения принимают: 

– для пластичных материалов 

])[6,05,0(][  ;              (27) 

– для хрупких материалов 

])[0,17,0(][  .              (28) 

Общий порядок расчетов на прочность при простейших деформаци-

ях бруса: 
1. Строим эпюры ВСФ и находим опасное сечение. 

2. Строим эпюры напряжений в опасном сечении и находим опасную 

точку бруса. 

3. Определяем напряженное состояние в опасной точке и в зависимости 

от его вида записываем условие прочности бруса в виде (24) или (25). 

В развернутом виде условия прочности запишутся: 

I. Растяжение-сжатие (рис. 28) 

][
max

max 
A

N z
z .            (29) 

Следует принять: 

p[ ] [ ]    – для растянутой частицы; 

c[ ] [ ]    – для сжатой частицы. 

II. Кручение (рис. 29) 
max

max

(к)

[ ]z

p

M

W
    .           (30) 

III. Изгиб (влиянием Qу пренебрегаем) (рис. 30) 
 

 

 НСЧС 


max 

 

 
ЛНС 

z
max 

z
max 

 
Рис. 29 Рис. 30 

][
max

max 
x

x
z

W

M
.             (31) 

 

 
ЛНС 

z
max 

z
max 

 
 

Рис. 28 
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p[ ] [ ]    или c[ ] [ ]   ; 

тр вр

p

т в

[ ]
n n

  
    

 
; тс вс

c

т в

[ ]
n n

  
    

 
. 

Рациональные формы сечений бруса 

Более рациональными с точки зрения прочности будут такие формы се-

чения, при которых большая часть материала сечения расположена в зоне 

наибольших напряжений. 

I. Изгиб (рис. 31). 
 

 
 

Рис. 31 

 

Для симметричных сечений более рациональным будет двутавровое се-

чение и менее – круглое. Для несимметричных сечений из хрупкого материала 

большую часть материала необходимо располагать в зоне растягивающих 

напряжений (так как хрупкие материалы лучше работают на сжатие). 

II. Кручение (рис. 32). 
 


max 


max 


max 

 
 

Рис. 32 

 

Более рациональным будет кольцевое и менее рациональным – прямо-

угольное сечение 

III. Растяжение-сжатие. 

При растяжении-сжатии напряжения распределяются по сечению равно-

мерно: AN zz  , поэтому прочность бруса зависит только от площади А се-

чения и не зависит от его формы. 

3A

W
K x ; 

(к)

3

pW
K

A
  – коэффициенты экономичности формы сечения при 

изгибе и кручении бруса. 

у у у 

х х х z 
z х 

у 
Зона рас-

тяжения 

Зона 

сжатия 
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ТЕМА 3. ОСНОВЫ ТЕОРИИ НАПРЯЖЕННОГО  

И ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

В общем случае на каждой площадке (грани) частицы материала может 

возникнуть одно нормальное () и два касательных () напряжения (см. тему 1), 

при этом напряженное состояние (НС) имеет вид (рис. 33) 

Если частицу в теле поворачивать, то  

и  на ее гранях будут меняться. 

Площадки, на которых нормальные 

напряжения экстремальны, а касательные 

равны нулю, называются главными пло-

щадками. 

Нормальные  напряжения  на  глав-

ных площадках  называются главными 

напряжениями и обозначают 1; 2; 3, 

причем 1  2  3. 

Вырезая из нагруженного тела частицы 

главными площадками, можно все многообразие напряженных состояний све-

сти к трем основным видам (рис. 34)  
 

 
Рис. 34 

 

На рис. 34: а – объемное НС (ОНС); б – плоское НС (ПНС); в – линейное 

НС (ЛНС)). 

Так как в сопротивлении материалов используется гипотеза о ненадавли-

вании соседних волокон, то в брусьях возникает только одно нормальное 

напряжение z. Касательные напряжения учитывают только от Мz. Поэтому ма-

териал брусьев по теории сопротивления материалов может находиться либо в 

ПНС, либо в ЛНС. 

Задача. По известным напряжениям на исходных площадках найти вели-

чину и направление главных напряжений. 

Рассмотрим общий случай ПНС и найдем  и  в произвольно накло-

ненной под углом  площадке (рис. 35). 

Обозначим площадь площадки AB через dA, тогда площадь площадки AC 

будет dA cos и площадь площадки BC – dA sin. 
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Рис. 35 

 

Рассмотрим равновесие частицы ABC: 

1) 0  ; 

0cos)sin(sin)cos(sin)sin(cos)cos(  dAdAdAdAdA yzzyyz ; 

так как yzzy  , то получим 

2 2cos sin sin 2z y zy          ;           (32) 

2)   0 . Отсюда найдем 




 2cos2sin
2

zy
yz

.            (33) 

Исследуем (32) на экстремум 

)2(|:0)2(2cos)(cossin2)sin(cos2 00000 



zyyz

d

d
; 

02cos2sin
2 000 









zy

yz

d

d
.           (34) 

Таким образом, на площадках, где  экстремальны,  = 0; такие площадки 

назвали главными площадками. Их положение определяется углом 0, для  

которого из (34) 

yz

zy






2
2tg 0 .              (35) 

Положив в (32)  = 0 и учитывая (35), можно найти главные напряжения 

2

2

3,1
min
max

22
zy

yzyz










 



 .            (36) 

Правила знаков: 

1. Растягивающее нормальное напряжение считаем (+). 

2. Касательное напряжение будем считать положи-

тельным, если оно стремится повернуть частицу по часо-

вой стрелке относительно любой точки K внутри частицы 

(рис. 36). 

3. Положительный угол 0 следует откладывать от 

большего из двух напряжений z или y до max против часовой стрелки. 
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Рис. 36 
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Краткие сведения из теории ОНС 

Дано:        ;;;;; 321 . 

Найти:  р – полное напряжение в площадке; 

 – нормальное напряжение; 

 – касательное напряжение. 
Рассматривая равновесие частицы ABCД (рис. 37) (как это делали для 

ПНС), можно найти 
2

3
2

2
2

1
2 )cos()cos()cos( p ;            (37) 


2

3
2

2
2

1 coscoscos ;            (38) 

2 2p     .           (39) 

Здесь  и  – составляющие 

полного напряжения p. 

Известно, что 

1coscoscos 222  .     (40) 

Представляют интерес 
напряжения в площадках, равно-
наклоненных к главным площад-

кам, когда  =  = , при этом из 
(40) 

31coscoscos  . (41) 

Такие площадки называ-
ются октаэдрическими. 

Подставляем (41) в (37), (38) и (39), найдем октаэдрическое нормальное 
напряжение 

3

321
окт


              (42) 

и октаэдрические кассательные напряжения 

2
13

2
32

2
21окт )()()(

3

1
  .            (43) 

Представляют также интерес макси-
мальные касательные напряжения (которые 
можно получить, исследовав (39) на экстре-
мум) 

2

31max 
 ,             (44) 


max

 действует всегда в площадках, равно-

наклоненных к 1 и 3 (т.е. в площадках, па-

раллельных 2), и направлено от 3 к 1 (рис. 
38). 
 

 

 
 

Рис. 37 
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Краткие сведения из теории деформированного состояния 

На каждой площадке могут возникнуть три напряжения. 
Совокупность напряжений на 3-х взаимно перпендикулярных площадках 

называется тензором напряжений (Тн): 

– напряжения в площадке с нормалью x: 

– напряжения в площадке с нормалью y: 

– напряжения в площадке с нормалью z: 

  нσ

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T

  

  

  

. 

Как было показано, зная Тн, можно найти напряжения на любой наклон-
ной площадке. Согласно закону парности, 

;yxxy   ;zxxz   yzzy  . 

Каждому нормальному напряжению соответствует относительная линей-
ная деформация, а каждому касательному – половина угловой деформации: 

.
2

1
~;~

;
2

1
~;~

;
2

1
~;~

zyzyzz

xzxzyy

xyxyxx







 

Полную угловую деформацию создают два равные по закону парности 
касательных напряжения. Следовательно, каждое касательное напряжение со-
здает половину угловой деформации. 

Таким образом, тензору напряжений можно поставить в соответствии 
тензор деформаций (Тд) 

д

2

1

2

1
2

1

2

1
2

1

2

1

T

zzyzx

yzyyх

xzxyx









. 

В теории упругости доказано, что напряженное и деформированное со-
стояния описываются одинаковыми по виду уравнениями. Поэтому все форму-
лы теории деформаций можно получить из соответствующих формул теории 
напряжений, заменив в них компоненты Тн соответствующими компонентами 

Тд. Например, деформация  в произвольном направлении  будет, по ана 
логии с (32) 

 2sin
2

1
sincos 22

zyyz .            (45) 

Главные деформации, по аналогии с (36) 

22

3,1
min
max

2

1

22


















 



 zy

yzyz
.          (46) 
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В теории упругости доказано, что для изотропных тел (механические 
свойства одинаковы в разных направлениях) направления главных напряжения 
и деформаций совпадают, что нельзя отнести к телам анизотропным. 

Обобщенный закон Р. Гука 

Каковы зависимости между напряже-
ниями и деформациями в общем случае 
ОНС (рис. 39)? 

Нормальные напряжения вызывают 
только линейные деформации, а касатель-
ные – только угловые. Если действует толь-

ко z, то (имели) 

E
 

E
E z

zyx
z

zzz





 ; . 

Если действуют только у, то анало-

гично ;    -
y y

y z x
E E

 
         . 

Если действуют только х, то 
E

  
E

x
zy

x
x


  


  ; . 

Используем принцип независимости действия сил: если на тело дей-
ствуют одновременно несколько сил, то возникающие в нем внутренние 
усилия, напряжения, деформации и перемещения равны сумме этих вели-
чин от каждой силы в отдельности (закон Р. Гука при ОНС) 
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           (47) 

Угловую деформацию в каждой из трех плоскостей вызывают только те 
касательные напряжения, которые расположены в этой плоскости. 

В частном случае для ПНС (рис. 40) закон Р. Гука получим, положив 

в (47) 0 xzxyx . 
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ТЕМА 4. ГИПОТЕЗЫ ПЛАСТИЧНОСТИ И РАЗРУШЕНИЯ. 

РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ 

При ЛНС условие прочности имеет вид (рис. 41) 

][z , 

где nпред][  ; пред т    – для пластичных материа-

лов и пред в    – для хрупких материалов. Величины т 

и в определяют экспериментально (см. тему 2). 

Такой путь составления условий прочности для 

ОНС и ПНС неприемлем по двум причинам: 

1) ввиду неисчерпаемости возможных типов напряженных состояний 

(различных соотношений между 1, 2 и 3); 

2) ввиду чисто технических причин, позволяющих в настоящее время со-

здать лишь некоторые типы напряженных состояний. 

При составлении условия прочности для сложного напряженного состоя-

ния (ОНС или ПНС) это напряженное состояние сравнивается с эквивалентным 

ему по прочности ЛНС, для которого условие прочности известно. Заключение о 

равнопрочности заданного сложного напряженного состояния (рис. 42, а) и рав-

ноопасного ему эквивалентного линейного напряженного состояния (рис. 42, б) 

делается на основании принятого критерия пластичности  
 

 
а б 

Рис. 42 

 

Если состояние А равноопасно состоянию В, то условие прочности для 

обоих напряженных состояний 

][экв  .               (49) 

Вопрос заключается в том, как выразить экв через 1, 2и 3. 

Эквивалентное напряжение экв – это такое напряжение, которое 

надо создать в растянутом образце, чтобы его напряженное состояние было 

равноопасным с заданным напряженным состоянием. 

Два напряженных состояния равноопасны, если у них равны коэф-

фициенты запаса прочности. 

Под коэффициентом запаса прочности будем понимать такое число n, ко-

торое показывает, во сколько раз нужно увеличить пропорционально все 
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z 

 
 

Рис. 41 
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напряжения 1, 2и 3, чтобы материал частицы из упругого механического со-

стояния перешел в новое механическое состояние (состояние пластичности – 

для пластичных материалов или в состояние разрушения – для хрупких матери-

алов). 

Пластические деформации сопровождаются сдвигом соседних частиц ма-

териала. Деформации сдвига вызываются касательными напряжениями. Поэто-

му естественно предположить, что ответственными за пластические деформа-

ции являются либо максимальные, либо октаэдрические касательные напряже-

ния – отсюда две теории пластичности: 

1. Теория пластичности по максимальным касательным напряжениям 

Гипотеза: сложное напряженное состояние (ОНС или ПНС) равноопасно 

эквивалентному ЛНС, если у них равны максимальные касательные напря-

жения 

Имели для ОНС 

2

31max 
 .              (50) 

Для эквивалентного ЛНС экв1  ; 032  , следовательно 

2

эквmax 
 .              (51) 

Приравнивая (50) и (51) и учитывая (49), получим условие прочности по 

теории 
max

 

][31экв  .              (52) 

2. Теория пластичности по октаэдрическим касательным напряжениям 

Гипотеза: сложное напряженное состояние (ОНС или ПНС) равноопасно 

эквивалентному ЛНС, если у них равны октаэдрические касательные напряже-

ния. 

Имели для ОНС 

2
13

2
32

2
21окт )()()(

3

1
 .           (53) 

Для эквивалентного ЛНС экв1  ; 032  , следовательно 

эквокт
3

2
 .              (54) 

Приравнивая (53) и (54) и учитывая (49), получим условие прочности по 

теории окт 

  ][)()()(
2

1 2
13

2
32

2
21экв  .           (55) 
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3. Обобщенная теория прочности Отто Мора 

Теория основана на обработке и обобщении экспериментальных данных. 

При этом предполагается, что 2 не влияет на порочность. Зададимся, напри-

мер, 13 5,0   и, доведя частицу из хрупкого материала до разрушения, опре-

делим ][ 1  и ][ 3 , получим точку С (рис. 43). 

 

 
 

Рис. 43 

 

Задаваясь различным соотношением между 1 и 3, получим кривую 

АСВ, которую обычно заменяют прямой АВ (что идет в запас прочности). 

Точку А получают при испытании на растяжение, а точку В – при испы-

тании на сжатие. Уравнение прямой АВ в отрезках 
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откуда обобщенное условие прочности Мора 

экв 1 3 p[ ]       ;              (56) 

вр

вс


 


. 

Для пластичных материалов 
тр

тс

1


  


. 

Для пластичных материалов применимы все три теории прочности. 

Выражение (55) дает несколько лучшие результаты, чем (52) (наибольшая 

разница не превышает 13 % для НСЧС). Величина экв по выражению (55) не 

зависит от того, какому из главных напряжений присвоить индексы 1, 2 или 

3 что важно при действии нагрузок, меняющихся во времени по различным за-

конам. 

Для хрупких материалов применима только теория прочности (56), кото-

рая дает наилучшие результаты для смешанных напряженных состояний, когда 

1 0  , а 03  . 

1 

1 

3 

В 

3 = 0,5 1 
 

[3] 

[1] 
[]р 

А С 

[]с 
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В настоящее время практические расчеты на прочность ведутся, как пра-

вило, по выражению (56). 

Определение напряжений в брусьях, в сечениях которых одновременно 

возникают два или более внутренних усилия. 

В общем случае нагружения в сечении бруса могут возникнуть шесть 

внутренних усилий: Nz; Qy; Qx; Мz; Му; Мх. 

Три из них распределяются по сечению в виде нормальных напряжений 

 

 

  



















.

;

;

x
I

M
MM

y
I

M
MM

A

N
NN

y

y
yzy

x

x
xzx

z
zzz

 

Так как в каждой точке все три напряжения направлены вдоль оси Z, то 

используя принцип независимости действия сил, найдем общее напряжение 

),()()( yzxzzzz MMN   или x
I

M
y

I

M

A

N

y

y

x

xz
z  .        (57) 

Знаки  слагаемых  выбираются по физическому смыслу: растягивающие 

z (Nz), z (Мх), z (Му) берутся с +, и наоборот. 

Как и при чистом изгибе, наибольшее нормальное напряжение возникает 

в точке, наиболее удаленной от нейтральной линии. Уравнение нейтральной 

линии получим, приравняв нулю выражение (57). 

Три других внутренних усилия – Мz, Qy и Qx – распределяются по сече-

нию в виде касательных напряжений. Однако влиянием Qy и Qx обычно можно 

пренебречь. Учитывают только касательные напряжения от Мz 

)(

max )(
kp

z
z

W

M
M  . 

Общий порядок расчетов на прочность 

1. Строим эпюры ВСФ и находим опасное сечение (в котором все ВСФ 

одновременно достигают наибольших значений). Если ВСФ экстремальны в 

разных сечениях, то намечают несколько сечений, подозреваемых на опасное. 

2. Строим эпюры нормальных и касательных напряжений в опасном се-

чении и находим опасную точку (в которой и  и  одновременно достигают 

наибольших значений) или несколько точек, подозреваемых на опасную. 

Опасной будет та точка, в которой величина экв наибольшая. Положение 

опасной точки определяет положение и опасного сечения. 

3. Устанавливаем напряженное состояние в опасной точке и составляем 

условие прочности. Здесь возможны следующие три основных случая: 
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– частица материала в опасной точке находится в ЛНС (рис. 44); условие 

прочности: ][z ; p][][   – для растянутых частиц; c][][   – для сжатых 

частиц; 
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1 
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zy 

 
 

Рис. 44 

 

Рис. 45 

 

Рис. 46 
 

– частица материала в опасной точке находится в НСЧС (рис. 45); усло-

вие прочности: ][ ; 

– частица материала в опасной точке находится в сложном напряженном 

состоянии (рис. 46); условие прочности: ][экв  , экв подсчитывается по од-

ной из рассмотренных теорий прочности (для хрупких материалов – только по 

теории Мора!). 

Приложение. Геометрические характеристики плоских сечений 

1. Виды характеристик (рис. 47, а и б). 
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Рис. 47 
 

Статические моменты сечения 
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             (58) 

Осевые моменты инерции сечения 
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2 .
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             (59) 
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Полярный момент инерции сечения 


A

p dAI 2 .               (60) 

Центробежный момент инерции сечения 


A

xy xydAI .              (61) 

Так как 222 yx  , то из выражения (60) следует 

yxp III  ;              (62) 

– осевые моменты сопротивления сечения 

max

max

x

I
W

y

I
W

y
y

x
x





;               (63) 

– полярный момент сопротивления 

max


p
p

I
W .               (64) 

2. Определение центра тяжести сложного сечения. 

Представляя элементарные площадки dA в виде элементарных сил, пер-

пендикулярных плоскости чертежа, а всю площадь А – в виде равнодействую-

щей силы и, используя теорему о равенстве момента равнодействующей силы 

сумме моментов составляющих сил 

AxxdAS

AyydAS
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S
x x

c
y

c  ; , 

где хс, ус – координаты центра тяжести сечения. 

Для сложного сечения, состоящего из нескольких простых элементов 

формулы для определения координат центра тяжести сложного сечения будут 

иметь вид 
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S
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S
x x

c
y

c ; .             (65) 

3. Вычисление моментов инерции простейших сечений (рис. 48, а и б). 

Прямоугольник dA = bdy; 

32
2 2

2

12

h

x

hA

bh
I y dA y bdy



    . 

Аналогично 
12

3hb
I y   
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12
;

12

33 hb
I

bh
I yx  .              (66) 
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Рис. 48 

 

Треугольник. Формулы (67) даны без вывода. 
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Круг. Положив в (69) и (70) d = 0, получим формулы для круга: 
4
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D
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   ;             (71) 
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4
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 .              (72) 

4. Изменение моментов инерции при переходе к параллельным от цен-

тральных осей (рис. 49). 

Оси, проходящие через центр тяжести сечения, называются цен-

тральными осями. 
Статические моменты сечения относительно центральных осей равны ну-

лю: ;00;00  AAx  SAAyS cycx  х, у – центральные оси. 

Дано: Ix; Iy; Ixy; a; b. 

Найти: 
1111

;; yxyx I I I . 
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ayy 1 ; 
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Рис. 49 

 

Рис. 50 

 

5. Изменение моментов инерции при повороте осей (рис. 50). 

Дано: .;;;  I I I xyyx . 

Найти: 
1111

;; yxyx III . 

 sincos1 xyy ; 

  
A A

x dAxydAyI 22
1 )sincos(

1
. 

После преобразований: 

 2sinsincos 22

1 xyyxx IIII ; 

 2sincossin 22

1 xyyxy IIII ; 




 2cos2sin
211 xy

yx
yx I

II
I . 

6. Главные центральные оси (ГЦО). 

Главные моменты инерции (ГМИ) 

Оси, относительно которых осевые моменты инерции экстремальны, 

а центробежный момент инерции равен нулю, называются главными осями 

инерции. 

Главные оси, проходящие через центр тяжести сечения, называются 

главными центральными осями (ГЦО). 

Осевые моменты инерции относительно ГЦО называются главными 

центральными моментами инерции и обозначаются minmax , I I . 

Выражения для 
1xI  и 

11 yxI  можно получить из выражений для  (32) и  

(33), заменив в них z на Ix, y на Iy и zy на Ixy. 
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Исследуя 
1xI  и 

11 yxI  на экстремум (как это делали для ), найдем 

направление ГЦО 

yx

xy

II

I




2
2tg 0 ,             (74) 

и величину главных моментов инерции 

2

2

min
max

22
xy

yxyx
I

IIII
I 









 



 .            (75) 

Формулы (74) и (75) аналогичны формулам (35) и (36). 

Примечания. Признаком главных осей является равенство нулю центро-

бежного момента инерции. 

1. Если сечение имеет хотя бы од-

ну ось симметрии, то эта ось с другой, 

ей перпендикулярной и проходящей че-

рез центр тяжести сечения, будут ГЦО, 

так как центробежный момент инерции 

относительно этих осей равен нулю. 

Всякой площадке dA найдется симмет-

ричная ей dA1, у которой x = – x, поэтому 

 
A

xy xydAI 0 , т.е. x, y ГЦО (рис. 51). 

2. Если сечение имеет две оси 

симметрии, то обе эти оси являются 

ГЦО, так как проходят через цент тяжести сечения и (согласно 1) центробеж-

ный момент инерции равен нулю. 

3. Из выражения 
A

xy xydAI  следует, что знак центробежного момента 

инерции определяется знаком произведения координат XY, поэтому Ixy будет 

положительным, если большая часть площади сечения расположена в четвер-

тях, для которых произведение XY положительно (рис. 52). 
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ЧАСТЬ II 

ТЕМА 1. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ  

И РАСЧЕТЫ НА ЖЕСТКОСТЬ 

Понятие о перемещениях 

Всякое изменение исходного положения сечения бруса называют пере-

мещением этого сечения. 

Различают линейные (вдоль осей X, Y, Z) (рис. 53, а и в) и угловые (вокруг 

осей X, Y, Z) (рис. 53, б и г) перемещения. На рис. 53 BC  ,  – линейные пере-

мещения; CC  ,  – угловые перемещения; BC  – взаимное линейное переме-

щение; BC  – взаимное угловое перемещение. Перемещения сечений вызыва-

ются действием внешней нагрузки, температурным воздействием, смещением 

опор бруса. 
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Рис. 53 

 

Брус должен быть не только прочным, но и удовлетворять условию жест-

кости, которое имеет следующую форму записи: 

][ ,              (76) 

где  – линейное или угловое перемещение сечения; ][  – допускаемое линей-

ное или угловое перемещение этого сечения; ][  – назначается на основании 

нормативных рекомендаций, действующих в данной области промышленности. 
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Формула Мора для определения перемещений от заданной нагрузки 

Задача решается на основе известного из теоретической механики прин-

ципа возможных перемещений: если система взаимосвязанных материаль-

ных точек под действием всех сил (внутренних и внешних) находится в 

равновесии, то работа этих сил на возможных для данной системы пере-

мещениях, вызванных силами другого состояния равна нулю. 

Вывод формулы Мора рассмотрим на примере изгиба балки, загруженной 

произвольной нагрузкой (рис. 54, а). Требуется определить прогиб k сечения 

«k». Заданную балку можно рассматривать как систему бесчисленного множе-

ства точек, находящихся под воздействием внешних и внутренних сил. Эта 

балка, находящаяся под воздействием внешних сил, называется грузовым со-

стоянием. 

Для использования принципа возможных перемещений необходимо 

изобразить еще одно состояние. Оно получается путем приложения к сечению 

«k», перемещение которого требуется определить, безразмерной единичной си-

лы 1P   в направлении искомого перемещения. Это состояние называется еди-

ничным состоянием (рис. 54, б). 

 
Рис. 54 

Согласно принципу возможных перемещений, работа внешних и внут-

ренних сил одного состояния на перемещениях другого состояния равна нулю, 

т.е.: 

Aвнеш + Aвнутр = 0.        (77) 

Будем определять работу всех сил единичного состояния на перемещени-

ях грузового состояния. В этом случае работа внешних сил будет равна 

внеш 1k k kA P      .        (78) 

Внутренними силами при изгибе балки являются изгибающий момент Mx 

и поперечная сила yQ , однако влиянием yQ  по сравнению с xM  можно прене-

бречь. Рассмотрим элементарную частицу длиной dz, вырезанную из балки в 

произвольном месте (рис. 55). 
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Грузовое состояние        Единичное состояние 

 
Рис. 55 

Перемещение в грузовом состоянии d  от изгибающего момента xM  

(рис. 55) найдем следующим образом: 

d dz   ,                                                      (79) 

где   - радиус кривизны нейтрального слоя. 

С другой стороны, из теории чистого изгиба известно 

1 x

x

M

EI



.                                                        (80) 

Из совместного решения написанных формул следует 

x

x

M dz
d

EI
  .                                                     (81) 

На этом перемещении dсовершает работу изгибающий момент в еди-

ничном состоянии xM  (рис. 55) 

внутр

xx
x

x

M M
dA M d dz

EI
                                         (82) 

Для определения работы всех внутренних сил просуммируем сначала 

элементарную работу в пределах каждого силового участка, а затем по всем 

участкам 

внутр

1

n
xx

xl

M M
А dz

EI
                                           (83) 

Подставим выражения (78) и (83) в формулу (77), при этом необходимо 

учесть, что работы внешних и внутренних сил противоположны по знаку, по-

этому их следует вводить с разными знаками. Тогда получим формулу переме-

щений по методу Мора от xM  

1

n
xx

xl

M M
dz

EI
  ,                                             (84) 

где  – искомое перемещение (линейное или угловое);  

xM  – изгибающий момент в произвольном сечении балки от заданной 

нагрузки (в грузовом состоянии);  

xM  – изгибающий момент в том же сечении балки от единичной нагрузки 

(в единичном состоянии);  

xEI  – жесткость балки при изгибе;  
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l – длина силового участка;  

n – число силовых участков. 

Аналогично можно получить формулы перемещений при растяжении-

сжатии 

1

n
zz

l

N N
dz

EA


  ,                                               (85) 

где zN  – выражение zN  в произвольном сечении от нагрузки; 

zN  – выражение zN  в этом же сечении от единичной нагрузки и при круче-

нии. 

1

n
zz

pl

M M
dz

GI


  ,                                             (86) 

где zM  и zM  – выражения крутящих моментов для произвольного сечения в 

грузовом ( zM ) и единичном ( zM ) состояниях. 

Вычисление интеграла Мора способом Верещагина 

Как и при рассмотрении метода Мора, формулу по способу Верещагина 

получим на примере изгиба балки под действием произвольной нагрузки. Вы-

числим прогиб сечения A (рис. 56). 

Запишем формулу Мора при изгибе (84)  

xx
A

xl

M M
dz

EI


    

 
Рис. 56 

 



 45 

Вместо выражений xM  и xM  построим эпюры изгибающих моментов 

(рис. 56). Тогда формула Мора может быть преобразована следующим  

образом: 

xx MM dz d  ; 

1xM P z z z    ; 

1
x

x

M Mx x

M

A M

x x

zd
zd

EI EI
 


     . 

Вспомним, что 
x x

M x

M M czd z



    – статический момент площади  

эпюры xM  относительно оси y, проходящий через точку A. Так как 

1 xcc cz z M   , то окончательно получим 

x
xcx Mx

A

x xl

MM M
dz

EI EI

 
   . 

Аналогично можно записать и остальные интегралы Мора. При этом надо 

учесть, что количество силовых участков может быть несколько. Тогда полу-

чим  

при изгибе 

1

x

n
xcM

x

M

EI

 
  ;                                            (87) 

при растяжении-сжатии 

1

z

n
zcN N

EA

 
  ;                                              (88) 

при кручении  

1

z

n
zcM

p

M

GI

 
  ,                                             (89) 

где  – искомое перемещение(линейное или угловое); , ,
x z zM N M    – площадь 

эпюры ВСФ на данном участке в грузовом состоянии; , ,xc zczcM N M  – ордина-

ты на эпюре ВСФ в единичном состоянии, взятые под центром тяжести 

, ,
x z zM N M   ; n – число грузовых площадей. 

Порядок определения перемещений методом Мора 

(способом Верещагина) 

1. Выбираем единичное состояние, т.е. к заданному сечению бруса, свободного 

от любой нагрузки, прикладываем единичную нагрузку в направлении пред-

полагаемого перемещения: 
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а) для определения линейного перемещения 1P  ; 

б) для определения углового перемещения 1m  ;  

в) для определения взаимных перемещений двух сечений прикладываем в 

этих сечениях противоположно направленные единичные нагрузки 

( 1P  или 1m  в зависимости от вида перемещения). 

2. Составляем и перемножаем выражения ВСФ от заданной и единичной 

нагрузок на каждом участке и, согласно формулам Мора (84)–(86), опреде-

ляем искомое перемещение или строим эпюры ВСФ в грузовом и единичном 

состояниях и «перемножаем» эти эпюры друг на друга на всех участках по 

способу Верещагина (87)–(89). 

3. Знак «+» полученного перемещения указывает, что оно совпадает с направ-

лением единичной нагрузки. Знак «–» указывает на то, что перемещение се-

чения противоположно выбранному направлению единичной нагрузки. 

 

ТЕМА 2. РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ 

НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМ (СНС) 

Всякое препятствие одному какому-либо 

перемещению называют связью. Внешние по от-

ношению к рассматриваемой системе связи 

называют опорами. Опора А – линейная связь 

(препятствует горизонтальному перемещению се-

чения A). Опора В накладывает две линейные свя-

зи (препятствует горизонтальному и вертикаль-

ному перемещениям сечения В). Опора С накла-

дывает три связи – две линейные, как опора В и 

угловую связь, препятствующую повороту сече-

ния С. В связях (опорах) возникают реактивные 

силы и моменты Хi. 

Каждое сечение можно рассматривать как 

жесткое соединение соседних частей бруса, 

накладывающее три внутренние связи, препят-

ствующие взаимным перемещениям этих частей. 

Чтобы брус остался целым (не разрушился), вза-

имные перемещения его соседних сечений долж-

ны отсутствовать, т.е. 

0г

1
 СС , 0в

1
 СС , 0

1


СС
. 

Внутренние силовые факторы в сечении – это реакции внутренних связей. 

Для определения реакций внешних и внутренних связей в плоской системе  
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Рис. 57 
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(и система и нагрузки расположены в одной плоскости) можно составить три 

условия равновесия. 

Если число внешних или внутренних связей в системе больше числа 

условий равновесия для определения реакций этих связей, то систему 

называют внешне или внутренне статически неопределимой системой 

(СНС) соответственно. 

Рама (рис. 57, а) трижды внешне статически неопределима (шесть реак-

ций минус три условия равновесия), т.е. наложены три «лишние», с точки зре-

ния статики, внешние связи. 

Рама (рис. 58, б) трижды внутренне статически неопределима, так как 

часть рамы можно отрезать только двумя сечениями В и С, в каждом из кото-

рых возникнут три ВСФ (шесть ВСФ минус три условия равновесия для отре-

занной части рамы), т.е. наложены три «лишние» внутренние связи. Следова-

тельно, замкнутый контур – трижды внутренне СНС. 
 

 

 

Р В Р Р 

С 

х2 

х3 

х1 

х6 

х5 

х4 

 

12 yQx  , 

11 zNx  , 

13 xMx  , 

06 xMx  , 

04 zNx  , 

yQx 5  

Рис. 58 

 

Раскрыть статическую неопределимость – значит, найти реакции «лиш-

них» связей, для этого рассмотрим метод сил, который заключается в следую-

щем: 

1. Заданную СНС превращают в статически определимую (так называе-

мую основную систему), отбрасывая «лишние связи» и заданную нагрузку. 

2. Действие отброшенных связей заменяют неизвестными силами и мо-

ментами Хi (реакциями этих связей). 

3. Величину Хi, находят из условий, чтобы перемещения точек приложения 

Хi в их направлении соответствовали перемещениям этих точек в заданной СНС. 

Эти условия являются условиями эквивалентности. 

Основная система, загруженная заданной нагрузкой и неизвестными 

Хi, вместе с условиями эквивалентности называются эквивалентной си-

стемой (рис. 59).  

Условия эквивалентности записывают по определенным правилам, т.е. в ка-

нонической форме. Обозначим 
г
A  (или 

г

1СС ) = 1 , 
в
B  (или 

в

1СС ) = 2 , 
г
B  (или 

1СС
 ) = 3 . 
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б 

Рис. 59 

 

Индекс 1, 2, 3, ... i перемещения  обозначает точку приложения силы 

Хi и направление перемещения (в направлении силы Хi). Вторым индексом 

перемещения  обозначим причину перемещения. Например, iP  – пере-

мещение точки приложения силы Xi, в направлении этой силы от внешнего воз-

действия, обозначенного индексом Р (внешняя нагрузка, изменение температу-

ры, осадка опор); iXk – перемещение точки приложения силы Xi в направлении 

этой силы под действием силы Xk ( i   k ,3,2,1  ). 

Теперь полное перемещение точки приложения силы Xi от неизвестной си-

лы Xk представим произведением перемещения от единичной силы 1kX  ( ik ) 

на силу Xk 

kikiXk X . 

Тогда, используя принцип независимости действия сил, условия эквива-

лентности в канонической форме для рам (рис. 57, а) и (рис. 58) можно записать 

одинаково (как для любой трижды СНС) 
г
A (или г

1СС ) = 
321 1111 XXXP  03132121111  XXXP ; 

в
B (или в

1СС ) = 
321 2222 XXXP 03232221212  XXXP ; (90) 

г
A (или 

1С С
 ) = 

321 3333 XXXP 03332321313  XXXP . 

Определив перемещения ikiiiP  ,,  методом Мора (обычно используя 

правило Верещагина) и решив систему канонических уравнений (в пунктирной 

рамке), найдем неизвестные Xi, т.е. раскроем статическую неопределимость. 

Число канонических уравнений (условий эквивалентности) равно степени ста-

тической неопределимости системы. Для n раз СНС получим 
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            (91) 

По методу Мора (например, при чистом изгибе) и способу Верещагина 

1 10

ci p x

ln n XX X M
iP

X X

MM M
dz

EI EI


    ; 

1 10

cki k Хi

ln n XX X M
ik

X X

MM M
dz

EI EI


    ; 

1 10

ckk i Хi

ln n XX X M
ki

X X

MM M
dz

EI EI


    . 

Но от перестановки сомножителей величина интегралов не меняется, по-

этому всегда kiik  . 

Пример. Раскрыть статическую неопределимость рамы (рис. 63, а и б). 
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Рис. 60 
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Положим 121  XX  и построим эпюры изгибающих моментов от 

нагрузок 1, 1 XP  и 12 X  (рис. 64, а, б и в). 
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Рис. 61 
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12111 ,,  P  – вертикальные, 22212 ,,  P  – горизонтальные перемещения 

точки A. Для их определения надо приложить в точке A вертикальную и гори-

зонтальную единичные силы соответственно (на рис. 61, б и в, они обозначены 

121  XXP ) и перемножить по правилу Верещагина эпюры 1, Xp MM  и 

2XM  от нагрузок 1, 1 XP  и 12 Х  на эпюры 1XM  и 2XM  от единичных 

нагрузок 11  XP  и 12  XP . 

   1
3

1

1

( ) 1 2

2

p

n XM C

P

X X X

M a Pa a Pa

EI EI EI

  
    ; 

       1
1

3

11

1

( ) 1 2 2 3 2 7

3

Х

n X CM

X X X X

M a a a a a a a

EI EI EI EI

   
     ; 

   1 2
2 1

3

12 21

1 1

( ) ( ) 1 2 2 2 2Х x

n nX XC CM M

X X X X

M M a a a а

EI EI EI ЕI

   
        ; 

  2
3

2

1

( ) 1 2 5 3 5

6

p

n XM C

P

X X X

M a Pa a Pa

EI EI EI

  
    ; 

  2
2

3

22

1

( ) 1 2 2 2 2 3 2 8

3

Х

n X CM

X X X

M a a a a

EI EI EI

   
    . 

Таким образом, при вычислении 11 и 22 по правилу Верещагина пере-

множается «сама на себя» эпюра 1ХM  или 2ХM  соответственно. 

Подставив найденные значения ikiiiP  ,,  в канонические уравнения и 

решив последние (рис. 62) 

2031 PX  ; 40172 PX  . 

Минус означает, что Х2 направлена в обратную сторону. 

 
а б 

Рис. 62 

 

Таким образом, вместо заданной СНС получили эквивалентную ей стати-

чески определимую раму (рис. 62, а), т.е. ВСФ и перемещения в них одинако-

вы, поэтому, если требуется найти перемещение в раме (рис. 60, а) (например, 
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угол поворота сечения В), то единичную нагрузку можно приложить не в за-

данной СНС, а в эквивалентной ей статически определимой (рис. 62, б). 

Правильность раскрытия статической неопределимости обычно контро-

лируют деформационной проверкой, определяя перемещения в новой основной 

системе для тех точек, перемещения которых в заданной СНС заранее известны 

(и обычно равны нулю). 

Например, для рассмотренной в примере рамы (рис. 62, а) выберем новую 

основную систему и определим линейное вертикальное и угловое перемещения 

С, которые в заданной системы равны нулю (рис. 66, а, б и в) 
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а б в 

Рис. 63 

 

Эпюра МХ для рамы (рис. 63, а) будет такой же, как и для рамы 

(рис. 62, а), так как они эквивалентны. 

ТЕМА 3. РАСЧЕТ БРУСЬЕВ ПО ПРЕДЕЛЬНОМУ СОСТОЯНИЮ 

Расчеты на прочность брусьев, рассмотренные в предыдущих разделах 

курса, основаны на оценке прочности материала в опасной точке. При таких 

расчетах наибольшие напряжения в опасном сечении и в опасной точке сравни-

ваются с допускаемыми напряжениями. Данный способ расчета на прочность 

называют расчетом по допускаемым напряжениям. 

Между тем, при неравномерном распределении напряжений (изгиб, кру-

чение) в статически определимых брусьях, изготовленных из пластичных мате-

риалов, появление местных напряжений, равных пределу текучести, не будет 

опасным для всего бруса, поэтому был предложен метод расчета конструкций 

по предельному состоянию. 

Чтобы упростить расчеты, диаграмму условных напряжений (рис. 64, а) 

заменяют схематизированной диаграммой Прандтля (рис. 64, б). 
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Диаграмма условных 

напряжений Диаграмма Прандтля 

 
 а б  

Рис. 64 

 

Под предельным состоянием понимают такое состояние конструкции, 

при котором она теряет способность сопротивляться внешним воздействиям 

или перестает удовлетворять предъявляемым эксплуатационным требованиям. 

Расчеты при изгибе 

В поперечных сечениях балки при изгибе нормальные напряжения в 

упругом состоянии материала линейно изменяются по высоте балки (рис. 68). 
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Определим величину предельного изгибающего момента в случае чистого 

изгиба балки с прямоугольным поперечным сечением (рис. 69). 

При некотором значении изгибающего момента Мт напряжения 
max
z до-

стигнут предела текучести т (рис. 66). 
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Рис. 69 

 

т
т

x

M

W
  , 

откуда 

т т xM W  .              (92) 

При дальнейшем увеличении изгибающего момента пластическое состоя-

ние материала будет распространяться в направлении к нейтральной оси. 

При некотором значении изгибающего момента пр тM M M   в попе-

речном сечении балки будут две зоны – пластическая и упругая. Балка еще 

имеет возможность воспринимать дальнейшее увеличение нагрузки (рис. 67). 
 

 
 

Рис. 67 

 

Предельное состояние наступит тогда, когда текучесть распространится 

по всему поперечному сечению, так как после этого дальнейшая деформация 

балки будет происходить без увеличения изгибающего момента. В рассматри-

ваемом поперечном сечении образуется так называемый пластический шарнир, 

который передает постоянный предельный изгибающий момент (рис. 68). 
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Рис. 68 
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Обозначим 
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bh
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где плW  – пластический момент сопротивления. 

Тогда 

пр T плM W  .             (94) 

Отношение 

пр пл

т x

M W

M W
               (95) 

характеризует степень увеличения запаса прочности при переходе к расчету по 

предельному состоянию. 
В случае балки прямоугольного сечения 

2
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2

т

4 1,5

6

x

bh
M W

M W bh
   . 

Приведенные ранее рассуждения относительно определения предельного 
состояния, эквивалентного образованию пластического шарнира в поперечном 
сечении балки справедливы только для чистого изгиба. 

Определение предельного состояния с учетом поперечной силы Qу более 
сложно, поэтому на практике при поперечном изгибе балок расчет по предель-
ному состоянию ведут без учета влияния поперечной силы. 

Расчеты при кручении 

При кручении стержней с круглым поперечным сечением касательные 

напряжения в упругой области пропорциональны расстояниям точек сечения от 

оси стержня (рис. 69) и определяются по формуле 
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p
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z
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M
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Схематизированная диаграмма Прандтля имеет вид, показанный на 

рис. 70. 

 

 

Рис. 69 Рис. 70 

Когда крутящий момент увеличивается, то пластические деформации 

распространяются от наиболее удаленных то-

чек к оси стержня. 

При некотором значении крутящего мо-

мента Мт напряжения 
max

 в наиболее удален-

ных точках сечения достигнут предела текуче-

сти т  (рис. 71) 

т
т
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M

W
  , 

откуда 

т т pM W  .        (96) 

С дальнейшим увеличением крутя-

щего момента кр тM M  рост напряжений 

приостанавливается в тех точках, где они 

достигли предела текучести. В остальных 

же точках, образующих так называемое 

упругое ядро, напряжения возрастают. 

Когда пластическая зона охватит 

все сечение, несущая способность стерж-

ня будет исчерпана, так как в дальнейшем 

он будет закручиваться без увеличения 

крутящего момента (рис. 72). 
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Обозначим 

12

3
пл d

Wp


 ,       (97) 

тогда 
пл

пр т pM W  ,         (98) 

где пл
pW  – пластический момент сопротивления при кручении. 

Отношение 
пл

пр

т

p

p

M W

M W
        (99) 

характеризует степень увеличения запаса прочности при переходе от расчета по 

допускаемым напряжениям к расчету по предельному состоянию. 

В случае сплошного круглого вала 
3

пл
пр

3
т

412
3

16

p

p

d
M W

M W d



  


. 

У скручиваемых стержней кольцевого поперечного сечения распределе-

ние напряжений в упругой стадии ближе к равномерному, поэтому разница в 

запасах прочности, обнаруживаемая при расчете по предельному состоянию и 

по допускаемым напряжениям, будет меньше. 

ТЕМА 4. УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ БРУСЬЕВ 

Устойчивостью называют способность системы сохранять свое состо-

яние при внешнем воздействии. 

Для сжатого бруса существует критическая сила 

кP P  такая, что при кP P  брус работает на сжатие и 

устойчиво сохраняет прямолинейную форму. При кP P  

прямолинейная форма становится неустойчивой, и любое 

незначительное внешнее воздействие приводит к криволи-

нейной форме равновесия, т.е. к изгибу бруса, который со-

провождается большими перемещениями, возникновением 

пластических (если материал пластический) деформаций 

или разрушением (рис. 73). 

Минимальное значение сжимающей силы, при ко-

тором возможны две смежные формы упругого равно-

весия бруса: неустойчивая прямолинейная и устойчивая 

криволинейная, называется критической силой Рк. 

 

Рк Р 

 
 

Рис. 73 
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Опасность потери устойчивости в том, что она может наступить 

при напряжениях, меньших не только предела прочности в, но и предела 

текучести T. 

Потеря устойчивости обычно приводит к нарушению нормальной работы 

конструкции, поэтому силу Рк считают разрушающей. 

Допустимая сжимающая сила 

  к уР Р n . 

Коэффициент запаса устойчивости для стали y 1,8...3,0n  ; для дерева – 

y 3,0...4,0n  ; для чугуна – y 4,0...5,0n  . 

Величину Рк для сжатого бруса, шарнирно закрепленного по концам, 

нашел в 1744 году Леонард Эйлер при напряжениях, меньших предела пропор-

циональности пц (рис. 74). 
 

 
 

Рис. 74 
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где ρ – радиус кривизны изогнутой оси бруса (получили при выводе формулы 

x

x

M
y

I
  ). 

Если брус изогнулся выпуклостью вверх, то 0xM , а 0y . При изгибе 

выпуклостью вниз 0xM , а 0y , поэтому всегда кxM P y  . 

Следует принять minxI I , так как брус всегда изогнется относительно 

оси с минимальным моментом инерции (оси, относительно которой сечение 

наиболее «вытянуто»). Будем рассматривать малые упругие перемещения y, по-

этому по сравнению с единицей величиной 
2)( dzdy  в известной из математики 

формуле можно пренебречь 

  2

2

232
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)(1

1

dz
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dzdy

dzyd






.           (101) 

Учитывая все это, запишем выражение 
2

к
2

min

0
d y P y

EIdz
   или 02

2

2

 yk
dz

yd
.          (102) 

Здесь обозначили 

y 
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z 

z Рк R = Рк 

ρ 
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2
к mink P EI  или 2

к minP k EI .          (103) 

Решение дифференциального уравнения (102) имеет вид 

sin( ) cos( )Y A k z B k z  .           (104) 

Постоянные A и B найдем из граничных условий 

1) при z 0,  y Asin(k 0) Bcos(k 0) 0      , т.е. 0B , 

тогда 

sin( )y A k z ;            (105) 

2) при 0)sin(,l  klAy z , т.е. либо А = 0 (тогда при всех значениях z из 

(105) следует, что y = 0, т.е. нет изгиба; этот случай нас не интересует), либо 

0)sin( kl , т.е. kl = n, где n – любое целое число ( ...3,2,1,0    n  ). 

Таким образом, lnk   и из (103) и (105) следует, что 
2 2

min
к 2

n EI
P

l


 ;            (106) 

;sin 
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Ay             (107) 
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 Рис. 75  

 

Т.е. n – количество полуволн синусоиды изогнутой оси бруса при соот-

ветствующем значении критической силы (рис. 79, а, б и в). 

Опасно уже наименьшее значение критической силы отличное от нуля, 

т.е. при n = 1 
2

min
к 2

EI
P

l


 .            (108) 

При этом брус изогнется по одной полуволне синусоиды, это позволяет 

распространить (108) на другие случаи закрепления бруса, если учиты 

вать так называемую приведенную длину бруса ll пр , на которой укла 

дывается одна полуволна синусоиды изогнутой оси. Величина приведен 
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ной длины определяется из рассмотрения характера изгиба бруса при потере 

устойчивости (рис. 76). 
 

 

Рис. 76 

Таким образом, при определении критической силы для сжатого бруса в 

практике используют формулу (формула Эйлера) 
2

min
к 2( )

EI
P

l





,             (109) 

где  – коэффициент приведения длины. 

Зависимость (102) и полученная на ее основе формула Эйлера (109) спра-

ведливы только при упругих деформациях, когда напряжения в сжатом брусе не 

превышают предела пропорциональности п, т.е. условие применимости формулы 

Эйлера имеет вид 

к к пP A    ; 

 

2 2
к min

к п2 2

P EI E

A l A

 
     


,    откуда 

2

п

E
 


. 

Здесь обозначено  – гибкость бруса 

mini

l
 ;             (110) 

imin – минимальный радиус инерции сечения, 

min
min

I
i

A
 .            (111) 

Обозначим пред – предельная гибкость. 

Pk Pk Pk Pk 

 = 1  = 0,7   = 2 

l 
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 2
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l п
р
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2

пред

п

E
 


.            (112) 

Таким образом, формула (109) применима только для брусьев большой 

гибкости (для которых пред ). 

Для стали Ст.3 5102 E МПа, 2102 n МПа и 100стали
пред  . 

Аналогично найдем 110дерева
пред  , 80чугуна

пред  . 

При малых гибкостях (для стали 400  ) потери устойчивости не про-
исходит (короткие брусья большого сечения). Критическими напряжениями для 

таких брусьев является предел текучести Т для пластичных материалов и пре-

дел прочности в для хрупких материалов. При средних гибкостях (для стали 

10040  ) критические напряжения к и критическая сила Рк определяются 
по эмпирическим формулам. 

Так Ф.С. Ясинский установил 
2

к к ( )P A a b A c       ,           (113) 

где эмпирические коэффициенты (МПа) 
– для стали а = 304,1; b = 1,118; c = 0; 
– для дерева а = 28,7; b = 0,19; c = 0. 
Полный график критического напряжения для стали Ст.3 (рис. 77). 

 150 100 40 

п 

т 

к 

к = a – b 

к =  

 
2E 

2 

 
Рис. 77 

Обозначим к

тс


 


, тогда к TC   , соответственно допустимое крити-

ческое напряжение на устойчивость 

   
y с

     , 

следовательно, расчет бруса на устойчивость может быть заменен обычным 

расчетом на сжатие, но со сниженным допустимым напряжением, при этом 

условие устойчивости имеет вид 

 
с

zN

A
     .            (114) 

Величина  подсчитана для различных материалов в зависимости от  
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гибкости  и приводится в справочниках. Оказывается, 10  , поэтому  

называется коэффициентом снижения допустимого напряжения на сжатие. 

Из формулы Эйлера следует, что чем больше Imin, тем больше и Pк. Кроме 

того, при потере устойчивости брус изгибается относительно оси с минималь-

ным моментом инерции, поэтому для обеспечения одинакового сопротивления 

потере устойчивости в любом направлении желательно, чтобы Imin = Imax. Этим 

требованиям удовлетворяют симметричные сечения, у которых материал располо-

жен возможно дальше от центра тяжести. Такие сечения наиболее рациональны 

для сжатых брусьев (рис. 78). 

 

 
 

Imin = Imax Imin = Imax Imin = Imax Imin = Imax 

 

Рис. 78 

 

Длинные стержни сплошного сечения при сжатии нерациональны. 

ТЕМА 5. УЧЕТ СИЛ ИНЕРЦИИ ПРИ РАВНОМЕРНОМ ВРАЩЕНИИ 

Общий метод расчета на прочность движущихся деталей основан на 

принципе Даламбера. 

Согласно этому принципу, движущееся тело можно представить в состо-

янии мгновенного равновесия, если к действующим на тело внешним силам, 

производящим движение, добавить силы инерции. 

Сила инерции численно равна произведению массы на ускорение и 

направлена в сторону, противоположную направлению ускорения. 

Горизонтальный стержень СВ постоянного сечения А длиной l (рис. 79, а) 

вращается вокруг вертикальной оси ОО с постоянной угловой скоростью . 

При вращении стержня возникнут центробежные силы инерции, которые 

будут его растягивать. 

Интенсивность сил инерции, отнесенная к единице длины стержня равна 

и 1z nq q m a  , 

где  )1(1 Am  – масса единицы длины стержня;  – плотность материала 

стержня; zan
2  – центростремительное ускорение. 

Тогда 

zAqz
2)1(  .            (115) 
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Рис. 79 

 

На рис. 79, б показана эпюра qи. 

Для определения величины суммарной силы инерции, возникающей в 

произвольном сечении стержня, выделим элемент стержня длиной dz на рассто-

янии z от оси вращения. 

Масса элемента ( )dm Adz  . Центробежная сила, действующая на этот 

элемент будет равна 
2

и ndP dma A z dz    .            (116) 

Нормальная сила в сечении z равна сумме всех сил иdP  справа от сечения:  

2
2 2 2

и ( )
2

l l

z

z z

A
N dP A z dz l z

 
       ,           (117) 

т.е. zN  изменяется по закону квадратной параболы (рис. 79, в). 

Наибольшая нормальная сила 
max
zN  будет на оси при 0z  

2

22
max lА

N z


 .            (118) 

Наибольшее нормальное напряжение в стержне будет равно 

2

22max
max 


l

A

N z
z .           (119) 
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ТЕМА 6. РАСЧЕТЫ НА УДАРНУЮ НАГРУЗКУ 

Рассмотрим два случая: 
1) груз Q прикладывается к стержню статически, т.е. нагрузка медленно 

нарастает от нуля до своего максимального значения (рис. 80, а) и сжимает 
стержень на величину ст ; 

2) груз падает с высоты h и, ударяя по стержню, вызывает в нем переме-

щение стд   (рис. 80, б). 

 
а б в 

Рис. 80 

Изменение перемещения при ударном действии нагрузки Q по сравнению 
с перемещением от статической нагрузки может быть охарактеризовано коэф-
фициентом динамичности 

ст

д
д




K ,             (120) 

откуда стдд  K . 

Аналогично можно записать стдд  K . 

Если приложить к стержню статическую силу QKд (рис. 80, в), то 

дст  .             (121) 

Кинетическая энергия падающего груза численно равно работе, совер-
шенной им при падении и деформировании стержня 

)( д hQT .                 (122) 

Потенциальная энергия упругой деформации бруса численно равна рабо-
те статической силы: 

 
2

д д
д ст ст

ст ст

1 1
 

2 2 2

Q
П QK Q

  
      

  
.          (123) 

Полагая, что кинетическая энергия удара без потерь переходит в потен-
циальную энергию упругой деформации бруса, т.е. 

ПT  , 

Q 

Q QKд h
 


д
 


ст

 =
 

д
 


ст

 

l  
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или учитывая (122) и (123) 

ст

2
д

д
2

)(





Q
hQ .           (124) 

После преобразований получим 

0)2()2( стдст
2
д  h .           (125) 

Решим это квадратное уравнение 

hст
2
стстд 2 .           (126) 

Всегда стд  , следовательно, перед корнем оставляем знак плюс 













ст

стд

2
11

h
,           (127) 

и сопоставив ее с формулой (120), находим выражение для коэффициента ди-
намичности при вертикальном ударе 

ст

д

2
11




h
K .           (128) 

ТЕМА 7. РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ ПРИ ЦИКЛИЧЕСКИ  
ИЗМЕНЯЮЩИХСЯ НАПРЯЖЕНИЯХ 

Большинство деталей машин и механизмов находятся в движении, при 
этом нагрузки, действующие на них меняются во времени или меняется поло-
жение детали по отношению к нагрузке. Это приводит к появлению цикличе-
ских (периодических) напряжений в деталях. 

Разрушение деталей под действием переменных напряжений называют 
усталостным разрушением. 

Способность деталей сопротивляться усталостному разрушению называют 
выносливостью (циклической прочностью). 

Усталостное разрушение происходит при напряжениях, меньших в и да-

же т, в этом его опасность. 

При вращении бруса с угловой 

скоростью  в произвольной точке А в 

момент времени 

1 2 sin( )A xz
z A

x x

MN P P a
Y t

A I A W
      ,     (129) 

где t ; x xW I r ;  trYA  sin , т.е. 
A
z  меняются по синусоидальному зако-

ну со средним напряжением m = P1 / A и 

амплитудой a = P2 a / Wx. 

Совокупность последовательных 

значений напряжений за период называ-

ют циклом. 
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P2 P2 a a 
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Рис. 81 
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Рассмотренный цикл называют асимметричным (m  0). 

Цикл полностью характеризуют две величины (рис. 82) 

max = m + a; min = m – a или 
2

minmax 
m ; 

2

minmax 
a . 

Коэффициент асимметрии цикла maxmin R . 

 

 
Рис. 82 Рис. 83 

Частными случаями асимметричного цикла являются симметричный цикл 

(рис. 83) и пульсационные циклы (рис. 84). 
 

 

 R = 0 

min = 0; m = a 

a 

t 

max 

m 

 
 

 R = -  

max = 0; m = a 

 

max 

m = a 

t 

 

а б 

Рис. 84 

 

Число циклов, выдержанное деталью до раз-

рушения, меняется от 5 до 10 (например, многократ-

ный изгиб проволоки) до миллионов в зависимости 

от max. При малых max деталь работает неограничен-

но долго. Причина усталостного разрушения – воз-

никновение микротрещин в зоне повышенных 

напряжений (обычно на поверхности детали либо 

около внутреннего дефекта). При статических 

нагрузках микротрещины не опасны. При перемен-

ных  
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Рис. 85 
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напряжениях микротрещина растет, а в зоне сжимающих напряжений стенки ее 

притираются. 

На изломе вала наблюдают две характерные зоны (рис. 85): 

1 – гладкая (притертая) зона развития трещины; 

2 – крупнозернистая зона внезапного разрушения. 

Циклическую прочность материала оценивают пределом выносливости. 
 

 

Его определяют, испытав партию (8  10 штук) стандартных полирован-

ных образцов, вращающихся в условиях чистого изгиба до разрушения. В 

первом образце создают напряжение 

 
в

1
max 7,0 

x

x

W

M
. 

 

N1  N2 N 

N 
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(1)
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(2)
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(N)
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Рис. 87 

 

Счетчик фиксирует число оборотов (циклов) до разрушения – N1. Во вто-

ром образце 
   1

max
2

max   и он разрушится при числе циклов N2 > N1 и так далее 

(рис. 87). 

График N = f (max) называют кривой выносливости. 

Если стальной образец не разрушится, выдержав 710N  циклов, то он не 

разрушится неограниченно долго. Это число циклов называют базовым. 

Для цветных металлов не удается установить число циклов, выдержав ко-

торое, образец не разрушится в дальнейшем. В этих случаях применяют за базо-

вое 810N  циклов. 

Рис. 86 

Электродвигатель 

 

Образец 

Р Р 

а а 

Счетчик 
оборотов 

Мх = Ра 
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Наибольшее значение максимального напряжения цикла, при котором об-

разец не разрушится при базовом числе циклов называют пределом выносливо-

сти R. 

Для симметричного цикла: R = –1 и предел выносливости -1. Для пуль-

сационного: R = 0 и предел выносливости 0. 

Если деталь предназначена для N циклов работы (после чего ее заменяют), 

то по кривой выносливости можно определить для нее ограниченный предел 

выносливости –1N. 

Экспериментально найдено для сталей   в1 5,04,0  , для цветных 

металлов –   в1 5,025,0  . При кручении: для пластичных материалов 

11 6,0    , а для хрупких – 11 8,0    . 

По известным значениям предела выносливости R и коэффициента асси-

метрии R строится диаграмма предельных амплитуд в координатах m – a. Для 

этого необходимо в выражениях a и m заменить max = R, а min = Rmax, 

 
2

1 RR
m


 ; 

 
2

1 RR
а


 . 

Обычно диаграмма предельных амплитуд (рис. 88) строится по трем точ-

кам: точка A соответствует симметричному циклу (a = –1), точка B соответ-

ствует пульсационному циклу (R = 0, a = a = 0 / 2), точка С соответствует 

пределу прочности при статическом растяжении(m = в). 

Для пластичных материалов максимальное напряжение не должно пре-

вышать предела текучести материала T, т.е. max = a + m = T. Этому усло-

вию отвечает прямая DE. Смысл диаграммы: если точка K с параметрами цикла 

m и a нашего образца на диаграмме расположена ниже линии ABC, то образец 

выдержит неограниченное число циклов (не менее базового); если выше – то 

разрушение произойдет при ограниченном числе циклов. 

Установлено, что предел выносливости R (R) конкретной детали суще-

ственно меньше предела выносливости стандартного образца, т.е. он не являет-

ся характеристикой только свойств материала(Е, , G в, т), а зависит от кон-

центрации напряжений, размеров детали, качества обработки поверхности и от 

применяемых технологических методов поверхностного упрочнения детали. 

Концентрация напряжений – явление повышения напряжений в местах 

резкого изменения формы тела (около отверстий, вырезов в зоне контакта 

и т.д.). 
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Рис. 88 Рис. 89 

max – максимальное напряжение, определяемое методами теории упруго-
сти либо экспериментально. 

ном – номинальное напряжение, определяемое по формулам сопротивле-

ния материалов для наименьшего сечения (ном = Р / А). Количественно концен-
трация напряжений (рис. 89) оценивается теоретическими коэффициентами 
концентраций напряжений 

ном

max




 , 

ном

max




  . 

Величины  и  для различных случаев приводятся в справочниках. 
При статическом нагружении концентрация напряжений не опасна. Статиче-
ская разрушающая сила P для пластины с отверстием и без него примерно оди-
накова (при одинаковой площади сечения). При переменных напряжениях в 
зоне концентрации возникает и развивается микротрещина – причина разруше-
ния. 

Снижение предела выносливости с увеличением размеров детали назы-
вают масштабным эффектом. 

Общепринятого объяснения масштабного эффекта пока нет. 
Обычно усталостное напряжение начинается у поверхности, поэтому ее 

состояние влияет на предел выносливости, который значительно снижается при 
худшем качестве обработки поверхности. 

Применение различных технологических методов поверхностного упроч-
нения (обдувка дробью, обкатка роликами, закалка поверхности токами высо-
кой частоты и т.д.) значительно повышает предел выносливости. 

Влияние всех этих факторов на предел выносливости учитывается коэф-
фициентами, определяемыми экспериментально 
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K , 

где К – эффективный коэффициент концентрации напряжения; Кd – коэффи-

циент масштабного фактора; КF – коэффициент качества поверхности; К – ко-

эффициент поверхностного упрочнения; –1 – предел выносливости стандарт-

ных образцов с полированной поверхностью и с диаметром 7,5 мм; (–1)k – пре 
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дел выносливости образцов с концентратором напряжений (но тех же размеров 

и с таким же качеством поверхности, что и стандартные); (–1)d – предел вы-

носливости образцов диаметром d, соответствующим размерам детали; –1 – 
предел выносливости  образцов  с такой же обработкой поверхности, как и у 

детали; (–1)упр – предел выносливости стандартного образца с поверхностным 
упрочнением детали. 

Экспериментально установлено: К = 1 + q ( – 1), где q – коэффициент 

чувствительности материала к концентрации напряжений. Для высокопрочных 

легированных сталей q  1; для конструкционных сталей q  0,6  0,8; для серо-

го чугуна q  0. 

Теперь, зная –1 и, определив по справочникам К, Кd, КF, и К можно 

найти предел выносливости конкретной детали 

K

1
д1)( 




 , 

где по результатам последних экспериментальных работ рекомендуется при-

нимать 

yFd KKK

K
K

1
1

1












 .           (130) 

Теперь по диаграмме предельных амплитуд можно определить коэффи-
циент запаса усталостной прочности. Для упрощения расчетов заменим криво-
линейный участок AB диаграммы предельных амплитуд прямой. Получим схе-
матизированную диаграмму AKD (рис. 90). 

 
 

Рис. 90 

Пусть характеристики m и a рабочего цикла образца соответствуют на 
диаграмме точке M. Проведем из начала координат луч через точку M. Точ 
ки этого луча соответствуют подобным циклам, т.е. циклам, имеющим  
одинаковую характеристику R. Цикл, изображенный точкой L – предельный, 
 так как максимальное напряжение этого цикла, определяемое как сумма  
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абсциссы и ординаты точки L, равно пределу выносливости. Из точки М прове-

дем луч MN || AB, т.е. под углом  к горизонтальной оси. 

При условии подобия заданного и предельного циклов коэффициент за-

паса будет 

maON

OA

OM

OL
n
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где  tg  – коэффициент чувствительности материала к ассиметрии цикла 

напряжений. 

Для стали этот коэффициент можно определить по эмпирической зависи-

мости 

в
410202,0  

 ; ( в  в МПа); 

2  . 

 

Аналогично для касательных напряжений 
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n
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Если прочность образцов определяется текучестью материала (точка M), 

то коэффициенты запаса равны 

т

a m

n



  

; т

a m

n
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Для конкретной детали надо учесть влияние коэффициента снижения 

предела выносливости К. Эксперименты показывают, что этот коэффициент 

влияет только на переменную составляющую цикла, т.е. на а, поэтому оконча-

тельные формулы для определения коэффициента запаса усталостной прочно-

сти по нормальным напряжениям имеет вид 

maK
n
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коэффициент запаса усталостной прочности по касательным напряжениям 

maK
n
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Коэффициенты запаса прочности детали по пределу текучести имеют вид 

т

a m

n
K






  
;    т

a m

n
K






  
.           (136) 

Если в детали возникают одновременно и нормальные и касательные 

напряжения, то коэффициент запаса усталостной прочности можно определить 

по эмпирической формуле Гафа и Полларда 

22







nn

nn
n ; 1,3  n  2,0. 
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4. ОПИСАНИЕ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ 

Таблица 2 

Наименование тем лабораторных работ 

 Темы работ Продолжительность в часах 

1 
Испытание материалов на рас-

тяжение 
1 

2 
Испытание материалов на сжа-

тие 
1 

3 Испытание материалов на срез 1 

4 
Определение модуля упругости 

Е и коэффициента Пуассона  
1 

5 Определение модуля сдвига G 1 

6 
Определение твердости матери-

ала 
1 

7 Определение ударной вязкости 1 

 

Указания к выполнению лабораторных работ следует изучить по методи-

ческому указанию [7]. 
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5. ЗАДАНИЯ И ВАРИАНТЫ ИСХОДНЫХ ДАННЫХ 

ДЛЯ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

1. Студент-заочник выполняет пять контрольных работ, в каждую из ко-

торых входит несколько задач. 

2. Схемы к задачам выдаются преподавателем для студентов городской 

группы и высылаются деканатом для иногородних студентов (не посещающих 

занятий в течение семестра). Эти схемы хранятся у студента и сдаются препо-

давателю на экзамене в конце изучения курса. 

3. При решении задач следует принять: 

а) сосредоточенную силу qakP 1 ; 

б) сосредоточенный момент 2
2qakm  ; 

в) скручивающий момент 2
31 qakm  ; 

г) интенсивность распределенного скручивающего момента qakmz 3 ; 

д) допускаемое напряжение на растяжение – сжатие 

– для пластичных материалов т т[ ] n  , 

– для хрупких материалов в в[ ] n   

(значения коэффициентов запаса по пределу текучести nт и по пределу прочности 

nв при статических нагрузках приведены для некоторых материалов в табл. 4); 

е) допускаемое напряжение на срез 

– для пластичных материалов ])[6,05,0(][  , 

– для хрупких материалов ])[8,07,0(][  . 

4. Числовые значения т в,  ,  ,  q a    и всех остальных величин, необходи-

мых для решения задач, принимаются по табл. 3 – табл. 6, причем вариант ис-

ходных данных из табл. 3 выбирается по предпоследней цифре шифра студен-

та, а из табл. 4 – по последней цифре шифра. Следует обратить внимание на то, 

что сила qakP 1  или сосредоточенный изгибающий момент 2
2qakm   

должны быть направлены в сторону, противоположную указанной на схеме, ес-

ли коэффициенты k1 и k2 имеют отрицательные значения. 

5. Контрольные работы выполняются в обычной (школьной) тетради, на 

титульном листе которой указывается номер контрольной работы, название 

дисциплины, фамилия, имя и отчество студента (полностью), учебный шифр, 

дата отсылки работы, почтовый индекс и точный домашний адрес студента. 

6. Графическая часть задачи выполняется в масштабе карандашом на ли-

стах миллиметровой бумаги (обязательно размером в полный тетрадный лист) 

и вклеивается в тетрадь. Все величины на чертежах нужно показывать в бук-

венных выражениях. 

7. При оформлении каждой задачи следует написать условие задачи, ис-

ходные данные, решение с кратким объяснением и выделением основных эта-
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пов расчета. При этом необходимо оставлять поля в 5 см для замечаний рецен-

зента. Надо избегать многословных пояснений и пересказа учебника. Следует 

помнить, что язык техники – формула и чертеж. 

Все расчетные формулы пишутся сначала в общем (буквенном) виде, за-

тем вместо букв проставляются их числовые значения и записывается конеч-

ный числовой результат с указанием его размерности. 

8. Городские студенты-заочники сдают контрольные работы непосред-

ственно на кафедру; иногородние студенты высылают контрольные работы в 

адрес деканата: 603024, г. Нижний Новгород, ул. Минина, 24, Нижегородский 

государственный технический университет, заочно-вечерний факультет. 

9. При получении контрольной работы после проверки студент должен 

исправить в ней все отмеченные ошибки и выполнить все сделанные ему указа-

ния, после чего сдать работу на повторную проверку.  

10. Проверенные контрольные работы городские студенты получают 

непосредственно на кафедре, а иногородние – по почте. При явке на экзамен 

необходимо иметь при себе все контрольные работы. 

11. При затруднениях в изучении курса и выполнении контрольных работ 

городские студенты могут получить консультацию у преподавателя (по распи-

санию кафедры); иногородние студенты в этом случае должны письменно об-

ратиться с вопросами непосредственно на кафедру или через деканат. 

12. Работы, выполненные с нарушением этих указаний, не зачитываются. 

Таблица 3 

Значения коэффициентов при внешней нагрузке 

Номер варианта (по пред-

последней цифре шифра) 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

Коэффициенты при 

внешней нагрузке 

k1 1 1 2 2 -1 -1 1 1 -2 -2 

k2 2 -1 1 -1 1 2 -2 1 1 2 

k3 0,1 0,1 0,1 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3 0,3 0,3 



 

7
4
  

 

Таблица 4 

Исходные данные к задачам 

Наименование 

величин 

Обозна-

чение 

Единицы 

измерения 

Значение величин для варианта (по последней цифре шифра) 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

Интенсивность 

распределенной 

нагрузки 

q МН / м 0,02 0,019 0,018 0,017 0,016 0,015 0,014 0,013 0,012 0,01 

Линейный размер 

элемента 
а м 0,5 0,5 0,6 0,6 0,7 0,7 0,8 0,8 0,9 1,0 

Номер двутавра и 

швеллера 
- - 10 12 14 16 18 20 22 24 27 30 

Номер равно-

полочного уголка 
- - 80 / 6 90 / 6 100 / 7 100 / 12 100 / 7 110 / 8 125 / 8 125 / 10 140 / 10 160 / 10 

Номер неравно-

полочного уголка 
- - 140  90  10 160  100  12 180  110  12 200  125  11 200  125  16 

Размеры попереч-

ных сечений 

брусьев 

b см 16 18 20 20 22 22 24 24 27 30 

 см 1,0 1,0 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,0 2,0 

Осадка опоры, 

зазор 
 мм 0,5 0,5 1,0 1,0 1,5 1,5 2,0 2,0 2,5 2,5 
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Таблица 5 

Исходные данные к задаче 2.8 

Отчеты по тензометрам в 

направлении осей z, y,  

Разность отсчетов, снятых по показаниям тензостанции, для варианта 

(выбирается по трем последним цифрам шифра) 

 

z 

y 

 = 
 
4 

 

 

 

z 

 

y 
 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 

-1000 1000 -800 -800 800 -1000 -1000 1000 600 200 

600 300 800 500 -800 600 -500 500 0 1200 

-1000 400 600 -700 800 -1000 -600 300 -1200 0 

Примечание. Значение z выбирается по последней цифре шифра, у – по предпоследней,  – по третьей с конца. Например, для шифра 

0513128 следует принять z = 1000, у = 300,  = -1000 

Таблица 6 

Основные характеристики материалов 

Наименование величины 
Обозна-

чения 

Единицы 

измерения 

Значение величин для материалов 

Ст. 3 Ст. 30 ХГСА Чугун Дюраль 
Дерево вдоль 

волокон 

1 2 3 4 5 6 7 8 

Временное сопротивление на растяжение (в)р МПа 450 1620 120 540 80 

Временное сопротивление на сжатие (в)с МПа - - 500 - 40 

Предел текучести при растяжении (т)р МПа 220 1400 - 340 - 

Предел текучести при сжатии (т)с МПа 220 1400 - 340 - 

Модуль упругости Е МПа 2  10
5 

2  10
5
 1,2  10

5
 0,75  10

5
 0,1  10

5
 

Модуль сдвига G МПа 8  10
4 

8  10
4
 4,8  10

4
 2,8  10

4
 550 

Коэффициент Пуассона  - 0,25 0,25 0,24 0,33 - 

Коэффициент линейного расширения  1 / град 12  10
-6

 12  10
-6

 10  10
-6

 22  10
-6

 20  10
-7

 

Коэффициент запаса nт - 1,5 1,5 - 1,5 - 

Коэффициент запаса nв - - - 3 - 8 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 1 

ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ СИЛОВЫХ ФАКТОРОВ 

И ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОЛОЖЕНИЯ ОПАСНОГО СЕЧЕНИЯ 

Задача 1. Для заданных упругих систем (схемы 5, 7, 8, 9, 10, 13,15, 

17, 18) определить значения внутренних силовых факторов и построить их 

эпюры, выразив ординаты в характерных сечениях через q и а. Показать по-

ложение опасного сечения. 

Указания по выполнению контрольной работы 1 

Построение эпюр внутренних силовых факторов и определение положе-

ния опасного сечения для всех схем задания проводят в следующем порядке: 

1. Определяют количество силовых участков (границами силовых участ-

ков являются сечения, где приложены сосредоточенные силы или сосредото-

ченные моменты, а также сечения, где начинается или кончается распределен-

ная нагрузка). 

2. Применяя метод сечений, определяют внутренние усилия в произволь-

ном сечении на каждом силовом участке: 

а) разрезают брус мысленно сечением на две части; 

б) отбрасывают одну из частей; 

в) заменяют действие отброшенной части на оставшуюся внутренними усилия-

ми; 

г) определяют внутренние усилия из условий равновесия оставшейся части бруса. 

3. По полученным выражениям для внутренних усилий строят графики 

(эпюры) внутренних усилий и определяют положение опасного сечения. 

При этом следует помнить, что при изгибе бруса существуют дифферен-

циальные зависимости между интенсивностью распределенной нагрузки q, по-

перечной силой Qy и изгибающим моментом Мх согласно которым: 

а) в сечениях, где приложена сосредоточенная сила Р (сосредоточенный момент 

m), эпюра Qy (эпюра Мх) имеет скачок на величину этой силы (этого момента); 

б) эпюра Qy: 

 постоянна на участках, где отсутствует распределенная нагрузка q; 

 меняется по линейному закону на участках, где приложена равномер-

но распределенная нагрузка q; 

в) эпюра Мх: 

  возрастает слева направо на участках, где Qy > 0 и убывает слева 

направо на участках, где Qy < 0; 

  возрастает или убывает в пределах участка на величину, численно 

равную площади эпюры Qy на этом участке; 

 возрастает   или   убывает   по  линейному  закону  на  участках,  где 

Qy = const (q = 0), и меняется по закону квадратной параболы на 

участках, где Qy меняется по линейному закону (q = const). 

Причем парабола выпукла навстречу направлению нагрузки q и имеет 

экстремум в сечении, где Qy = 0; 
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 постоянна на участках, где Qy = 0. 

При построении эпюр внутренних усилий следует четко усвоить: 

1. В сечениях бруса, работающего на растяжение или сжатие, возникает 

только нормальная сила Nz, которая равна алгебраической сумме проекций на 

ось z бруса всех внешних нагрузок, приложенных по одну сторону от рассмат-

риваемого сечения, и считается положительной, если вызвана внешней растя-

гивающей брус силой. 

Если материал растянутого (сжатого) бруса одинаково работает на растя-

жение и сжатие (ВР = ВС или ТР = ТС), то опасным будет сечение, где 
max
zz NN  . В противном случае следует наметить два сечения, подозреваемых 

на опасное: для растянутой части бруса это будет сечение, где 
p

zz NN max ; для 

сжатой 
c

zz NN max . Дальнейший расчет на прочность покажет, какое из этих 

сечений действительно является опасным. 

2. В сечениях бруса, работающего на кручение, возникает только крутя-

щий момент Mz, который равен алгебраической сумме моментов относительно 

оси z бруса от всех внешних нагрузок, приложенных по одну сторону от рас-

сматриваемого сечения, и считается положительным, если вызван внешним 

моментом, стремящимся вращать рассматриваемую часть бруса против часовой 

стрелки (если смотреть со стороны сечения). 

Так как прочность скручиваемого бруса не зависит от направления кру-

тящего момента, то опасным будет сечение где max
zz MM  . 

3. В сечениях бруса, работающего на изгиб, возникают обычно два внут-

ренних усилия: поперечная сила Qy и изгибающий момент Мх. 

Поперечная сила Qy равна алгебраической сумме проекций на ось у всех 

внешних нагрузок, приложенных к брусу по одну сторону от рассматриваемого 

сечения, и считается положительной, если вызвана внешней нагрузкой, стре-

мящейся повернуть рассматриваемую часть бруса по часовой стрелке. 

Изгибающий момент Мх равен алгебраической сумме моментов относи-

тельно оси х в рассматриваемом сечении от всех внешних нагрузок, приложен-

ных по одну сторону от рассматриваемого сечения, и считается положитель-

ным, если стремится изогнуть брус выпуклостью вниз. Следует обратить вни-

мание, что при таком правиле знаков эпюра изгибающих моментов строится со 

стороны сжатых волокон бруса. 

Влиянием поперечной силы на прочность по сравнению с изгибающим 

моментом во многих случаях можно пренебречь, поэтому опасным сечением 

бруса, работающего на изгиб, будет сечение, где max
xx MM  . 

4. В плоских рамах (схема 10) в общем случае в каждом сечении возни-

кают одновременно три внутренних усилия: нормальная сила Nz, поперечная 

сила Qy и изгибающий момент Мх. Следует помнить, что эпюра изгибающих 
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моментов строится со стороны сжатых волокон рамы (при этом знак момента 

на эпюре не проставляется). 

При расчетах на прочность рамных конструкций влиянием поперечных и 

нормальных сил обычно можно пренебречь по сравнению с изгибающим мо-

ментом, поэтому опасным сечением рамы будет сечение, где max
xx MM  . 

5. В плоско-пространственных рамах, в которых нагрузка расположена в 

плоскости, перпендикулярной к плоскости рамы (схема 15), в общем случае в 

каждом сечении могут возникнуть три внутренних усилия: поперечная сила Qy, 

изгибающий момент Мх и крутящий момент Mz. Эпюра Мх строится со стороны 

сжатых волокон. 

Опасным сечением плоско-пространственной рамы будет сечение, в ко-

тором и изгибающий момент Мх и крутящий, момент Мz одновременно дости-

гают наибольших значений. Если моменты Мх и Mz достигают наибольших зна-

чений в разных сечениях, то следует наметить несколько сечений, подозревае-

мых на опасное. Дальнейший расчет на прочность покажет, какое из них дей-

ствительно является опасным. 

6. В пространственных системах (схема 13) в общем случае в каждом се-

чении могут возникнуть одновременно шесть внутренних усилий: нормальная 

сила Nz, поперечные силы Qy и Qx, изгибающие моменты Мх и Му, крутящий 

момент Мz. Влиянием поперечных сил Qy и Qx обычно можно пренебречь при 

расчетах на прочность и жесткость, что позволяет не строить эти эпюры. Эпю-

ры изгибающих моментов Мх и My следует строить со стороны сжатых волокон. 

Опасным будет сечение, в котором все внутренние усилия одновременно 

достигают наибольших значений. Если внутренние усилия достигают наиболь-

ших значений в разных сечениях, то намечают несколько сечений, подозревае-

мых на опасное. Дальнейший расчет на прочность покажет, какое из них дей-

ствительно опасное.  

Внутренние силовые факторы представляют собой реакции одной части 

бруса на другую (внутренние реакции), поэтому их можно определять как реак-

ции в жестком защемлении (жестко закрепив то сечение, в котором определяют 

внутренние силовые факторы), рассматривая равновесие бруса по одну сторону 

от сечения. Примеры определения внутренних силовых факторов в произволь-

ном сечении с координатой z приведены на рис. 94. 

Расчетные схемы для определения внутренних силовых факторов: 

а) qzPN z  2 ; б) zmmmM zz  11 2 ; в) qzPQy  ; 

2
)(

z
qzmzaPM x  ;  г)  qaN z  ,  PQy  , m

a
qazaPM x 

2
)( ; 

д) PN z 30 , 
2

30
d

PM x  , PzM y  , 
2

d
PmM z  , PQx  ; е) PqaQy  2 , 

Pzz
a

qaM x 









2
2 , aqaM z )2( . 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 2 

РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ

 

Задача 2.1. Подобрать из условия прочности размеры квадратного сече-

ния деревянного бруса (схема 5), работающего на растяжение или сжатие. 

Задача 2.2. Подобрать из условия прочности размеры круглого, кольцево-

го (d / D = 0,5) и квадратного сечения скручиваемого стального бруса (схема 33). 

Материал бруса – Ст. 3. 

Задача 2.3. Подобрать из условия прочности размеры круглого, прямо-

угольного (h / b = 2) и двутаврового сечения стальной балки (схема 8). Матери-

ал балки – Ст.3. 

Задача 2.4. Подобрать из условия прочности величину допустимой 

нагрузки для стальной балки (схема 9), имеющей сечение по схеме 1. Материал 

балки – Ст. 3. 

Задача 2.5. Для плоской рамы (схема 10) подобрать двутавровое сечение 

из условия прочности. Материал рамы – Ст.3. 

Задача 2.6. Для стального бруса круглого поперечного сечения (схема 13) 

определить из условия прочности допустимую нагрузку. Вычислить величину 

нормальных, касательных и эквивалентных напряжений в опасной точке опас-

ного сечения при нагрузке, равной допустимой. Материал бруса – Ст. 30 ХГСА. 

Задача 2.7. Для плоско-пространственного бруса (схема 15) круглого по-

перечного сечения подобрать величину допустимой нагрузки из условия проч-

ности. Диаметр бруса d = a / 20. Материал бруса – Ст. 3. 

Задача 2.8. В опасной точке конструкции, выполненной из дюраля и ис-

пытывающей плоское напряженное состояние, установлены три тензорезистора 

под углом  / 4 друг к другу (тензорезистор – прибор для измерения относи-

тельной линейной деформации). По отсчетам, снятым с помощью тензостан-

ции, с ценой деления n = 10
-6

 (см. табл. 3): 

а) найти величину нормальных и касательных напряжений на двух вза-

имно перпендикулярных площадках и показать напряженное состояние исход-

ной частицы материала в опасной точке; 

б) определить положение главных площадок и величину главных нор-

мальных напряжений, показать напряженное состояние частицы материала, вы-

резанной главными площадками; 

в) определить, как далека конструкция от опасного состояния (т.е. вычис-

лить коэффициент запаса прочности). 

Указания по выполнению контрольной работы 2 

Расчеты на прочность (задачи 2.1-2.7) проводят по следующей единой 

схеме: 

1. Строят эпюры внутренних силовых факторов и находят опасное сече-

ние. Опасным будет то сечение, в котором все внутренние усилия одновремен-

                                                 

 Расчетные схемы для решения задач выдаются преподавателем 
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но достигают наибольших значений; если внутренние усилия достигают 

наибольших значений в разных сечениях, то намечают несколько сечений, по-

дозреваемых на опасное. Дальнейший расчет на прочность покажет, какое из 

них действительно опасное. 

2. В опасном сечении (или в сечениях, подозреваемых на опасное) строят 

эпюры нормальных и касательных напряжений и находят опасную точку бруса, 

в которой и нормальные и касательные напряжения достигают наибольших 

значений. Если нормальные и касательные напряжения достигают наибольших 

значений в разных точках, то намечают несколько точек, подозреваемых на 

опасную. Действительно опасной точкой бруса будет та точка, в которой по од-

ной из теорий прочности эквивалентное напряжение экв достигает наибольше-

го значения. Положение этой точки определяет и положение опасного сечения. 

3. Определяют напряженное состояние в опасной (или подозреваемой на 

опасную) точке и в зависимости от вида напряженного состояния в опасной 

точке составляют условие прочности бруса. При этом возможны следующие 

три случая: 

а) частица материала в опасной (или подозреваемой на опасную) точке нахо-

дится в линейном напряженном состоянии. В этом случае условие прочности 

будет 

 max
z . 

Причем, если в опасном сечении возникает только одно из внутренних 

усилий Nz, Mx или My, то соответственно 

A

N z
z

max
max  ; 

x

x
z

W

M max
max  ; 

y

y
z

W

M
σ

max
max  . 

Если в опасном (или подозреваемом на опасное) сечении возникают од-

новременно внутренние усилия Nz, Mx и My, то 

x
I

M
y

I

M

A

N

y

y

x

xz
z  ]max[ , 

где х и у – координаты опасной (наиболее удаленной от нейтральной линии в 

опасном сечении) точки. 

Если материал бруса одинаково работает на растяжение и сжатие, то в 

условие прочности подставляют 

]max[ z
max  z  и p c[ ] [ ] [ ]     . 

Если материал не одинаково работает на растяжение и сжатие, то на 

прочность рассчитывают два элемента. При расчете максимально напряженно-

го элемента в растянутой зоне в условие прочности подставляют 
max

p( )z  и p[ ] , 

а при расчете элемента в сжатой опасной зоне – 
max

c( )z  и 
c[ ] ; 

б) частица материала в опасной точке находится в напряженном состоянии чи-

стого сдвига. В этом случае условие прочности имеет вид 

][max  . 
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Так как влиянием поперечных сил Qy и Qx на прочность обычно можно 

пренебречь, то учитывают только касательные напряжения от крутящего мо-

мента Mz и, следовательно, 
max

max

(к)

z

p

M

W
  , 

где Wp – полярный момент сопротивления круглого (кольцевого) сечения, Wк – 

момент сопротивления кручению для брусьев некруглого сечения. 

в) частица материала в опасной точке находится в сложном напряженном со-

стоянии, когда на ее гранях возникают одновременно и нормальные, и каса-

тельные напряжения. В этом случае условие прочности записывается следую-

щим образом: 

][экв  . 

Эквивалентное напряжение экв подсчитывается по одной из теорий 

прочности. 

Примечания 

1. При расчете брусьев, работающих на изгиб (задача 2.3. и задача 2.4), а 

также при расчете плоско-пространственного бруса (задача 2.7) влиянием по-

перечной силы Qy на прочность можно пренебречь. 

2. При расчете на прочность плоской рамы (задача 2.5) влиянием попе-

речной силы Qy и нормальной силы Nz можно пренебречь. 

3. При расчете на прочность бруса в общем случае нагружения (задача 

2.6) влиянием поперечных сил Qy и Qx можно пренебречь. 

4. При выполнении задачи 2.8 следует иметь в виду, что относительная 

деформация в направлении тензорезистора подсчитывается по выражению 

 n . 

Определив относительные деформации по трем направлениям в данной 

точке, по формулам закона Гука для плоского напряженного состояния опреде-

ляют напряжения на двух взаимно перпендикулярных площадках, а затем вели-

чину и направление главных нормальных напряжений. После этого определяют 

коэффициент запаса прочности эквпред /n , который позволяет судить о том, 

как далека конструкция от опасного состояния. 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 3 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И РАСЧЕТЫ НА ЖЕСТКОСТЬ 

Задача 3.1. Подобрать из условия прочности размер квадратного сечения 

чугунного бруса (схема 31). Проверить брус на жесткость, если известно, что 

перемещение свободного (нижнего) конца бруса не должно превышать 1 / 400 

общей его длины. При расчете принять cp EE  . 

Задача 3.2. Подобрать из условия прочности размер круглого сплошного 

сечения стального бруса (схема 33). Построить эпюру углов закручивания от-
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носительно сечения С. Проверить брус на жесткость, если допустимый угол за-

кручивания [] = 0,005 рад/м. Материал бруса Ст. 30 ХГСА. 

Задача 3.3. Для двухопорной балки постоянной жесткости xEI  (схема 35) 

в общем виде определить методом Мора прогиб в точках С, D и угол поворота 

на правой опоре. При определении прогиба в точке D и угла поворота на правой 

опоре интегралы Мора вычислить по правилу Верещагина. 

Показать примерное положение изогнутой оси балки с учетом прогибов в 

точках С и D, угла поворота па правой опоре, опорных устройств балки и эпю-

ры изгибающих моментов Мх. 

Задача 3.4. Для плоской рамы (схема 36) в общем виде определить верти-

кальное перемещение точки D и угол поворота сечения на одной из опор. Инте-

гралы Мора вычислить по правилу Верещагина. Жесткость поперечного сече-

ния xEI  всех элементов рамы принять одинаковой. 

Задача. 3.5. Для плоско-пространственного бруса (схема 15) круглого по-

перечного сечения в общем виде определить вертикальное перемещение сече-

ния А. При расчете принять G = 0,4 E, d = 0,1 a. 

Указания по выполнению контрольной работы 3 

Наиболее целесообразно определять перемещения с помощью интеграла 

Мора, позволяющего определять их для любых точек и в любом направлении, 

при этом следует иметь в виду, что значительное упрощение решения интегра-

ла Мора дает способ (правило) Верещагина для систем, состоящих из участков 

с прямолинейной осью и при постоянной жесткости сечения по длине участка. 

Перемещения вычисляют по методу Мора (задачи 3.1-3.5) обычно в такой по-

следовательности: 

1. Определяют реакции опор от заданной нагрузки. 

2. Составляют выражения и строят эпюры внутренних силовых факторов 

от заданной нагрузки. 

3. В сечении, перемещение которого определяют, прикладывают единич-

ную нагрузку в направлении искомого перемещения. Это будет единичная сила 

1P , если ищут линейное перемещение, или единичный момент 1M , если 

ищут угловое перемещение. 

4. Определяют реакции опор от единичной нагрузки. 

5. Составляют выражения и строят эпюры внутренних силовых факторов 

от единичной нагрузки. 

6. Перемножая по участкам выражения внутренних силовых факторов от 

заданной и единичной нагрузки, определяют искомое перемещение. 

7. При вычислении интеграла Мора по способу Верещагина необходимо 

перемножить по участкам площади i грузовых эпюр на ординаты соответ-

ствующих единичных эпюр, взятые под центрами тяжести площадей i грузо-

вых эпюр. 

Следует иметь в виду, что перемножение выражений или эпюр внутрен-

них силовых факторов производится по участкам, количество которых опреде-
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ляется совместно заданной и единичной нагрузкой. При этом любую сложную 

грузовую эпюру внутренних усилий на участке путем разбивки или дополнения 

можно представить в виде совокупности фигур, имеющих форму прямоуголь-

ника, треугольника или квадратной параболы, для которых известна площадь  

и положение центра тяжести – точки С. Положение центра тяжести и величи-

ны площадей основных фигур показано на рис. 91. 
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Рис. 91 

 

Основные способы разбивки грузовых эпюр представлены на рис. 93. 

Площади фигур обозначены i, причем одинаковые направления векторов i 

соответствуют площадям с одинаковым знаком. 

На рис. 93, в заштрихованная грузовая эпюра после соединения концов 

параболы линией СЕ разбивается на прямоугольник АВДС (1), треугольник 

СДЕ (2) и параболу с основанием СЕ (3), имеющую обратный знак. На 

рис. 93, е заштрихованная грузовая эпюра представлена в виде двух треуголь-

ников: ABC (1) и СДВ (2), имеющих разные знаки. На рис. 93, ж заштрихо-

ванная грузовая эпюра разбита на три элемента; треугольник СДВ (1), пара-

болу с основанием СД (2) и треугольник АВС (3), имеющий площадь с дру-

гим знаком. Разбивка остальных эпюр понятна из рисунков. 
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8. Положительный знак результата вычисления перемещения свидетель-

ствует о том, что направление перемещения совпадает с направлением еди-

ничной нагрузки. 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 4 

РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫХ СИСТЕМ 

Задача 4.1. Для стержневой системы (схема 40) определить усилия в 

стержнях и построить их эпюру, выразив ординаты ее через q и а. Если в си-

стеме есть брус AВ, то при расчете принять его абсолютно жестким. Подобрать 

из условия прочности диаметры круглого сечения стержней. Материал стерж-

ней – Ст. 30 ХГСА. 

Задача 4.2. Для бруса (схема 42) построить эпюру крутящих моментов. 

Для проверки правильности решения построить эпюру углов закручивания. 

Задачу решить в общем виде. 

Задача 4.3. Подобрать двутавровое сечение стальной балки (схема 43) из 

условия прочности и найти угол поворота сечения В. Материал балки – Ст. 3. 

Задача 4.4. Для плоской рамы (схема 47) раскрыть статическую неопре-

делимость, подобрать диаметр круглого сечения из условия прочности и вы-

полнить деформационную проверку полученного решения. Материал рамы – 

Ст. 30 ХГСА. 

Указания по выполнению контрольной работы 4 

Расчет любой статически неопределимой системы (задачи 4.1-4.4) мето-

дом сил производят в следующем порядке: 

1. Определяют степень статической неопределимости системы. 

2. Отбрасывая «лишние» связи, выбирают основную систему – статиче-

ски определимую, но геометрически неизменяемую. 

3. Загружая основную систему заданной нагрузкой и заменяя действие 

отброшенных «лишних» связей неизвестными усилиями Хi, получают статиче-

ски определимую систему, эквивалентную заданной статически неопредели-

мой. 

4. Составляют канонические уравнения метода сил, выражающие усло-

вия эквивалентности полученной статически определимой системы и заданной 

статически неопределимой системы. 

5. Строят эпюры внутренних силовых факторов для основной системы от 

заданных нагрузок (грузовые эпюры) и от единичных усилий 1iX  (единич-

ные эпюры). 

6. Перемножая грузовые и единичные эпюры по способу Верещагина 

определяют коэффициенты (ii, ik) при неизвестных Хi и свободные члены ip 

канонических уравнений. 

7. Решают совместно систему канонических уравнений и находят неиз-

вестные силы Хi. 
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Таким образом, вместо заданной статически неопределимой системы по-

лучают эквивалентную ей статически определимую систему, загруженную за-

данной внешней нагрузкой и найденными теперь силами Хi, имеющими 

направление, выбранное при решении задачи, если ответ получен со знаком (+), 

или имеющими противоположное направление, если ответ получен со знаком 

(–). Последующий расчет на прочность или жесткость производится для этой 

статически определимой системы, эквивалентной заданной, по методике, рас-

смотренной в контрольных работах 2 и 3. 

8. Для проверки правильности решения производят деформационную 

проверку. 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА 5 

РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ И ЖЕСТКОСТЬ ПРИ ДИНАМИЧЕСКИХ 

НАГРУЗКАХ. УСТОЙЧИВОСТЬ СЖАТЫХ СТЕРЖНЕЙ 

Задача 5.1. Для вращающейся с постоянной угловой скоростью кон-

струкции, выполненной из стального прутка диаметром 2d  см (схема 52), 

определить из условия прочности допустимую угловую скорость . Влиянием 

поперечных и нормальных сил на прочность пренебречь. Материал конструк-

ции – Ст. 30 ХГСА. Запас прочности принять nт = 3. 

Указания по выполнению задачи 5.1 

На каждую вращающуюся часть конструкции длиной l = 1 будет действо-

вать сила инерции, зависящая от радиуса z вращения этой части 

nz maq  , 

где масса частицы длиной l = 1 

Q Al A
m

g g g

 
   ; 

центростремительное ускорение 

zan
2 . 

Таким образом, на каждую единицу длины l = 1 вращающегося элемента 

конструкции будет действовать сила инерции 

2
z n

A
q ma z

g


   . 

Порядок решения задачи 
1. Рассматривают конструкцию как раму, закрепленную двумя опорами и 

загруженную распределенной инерционной нагрузкой qz. 

2. Строят эпюру изгибающих моментов и находят наибольший изгибаю-

щий момент 
max
xM . 

3. Записывают условие прочности (пренебрегая поперечной и нормальной 

силами): 
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][
max

max 
x

x
z

W

M
. 

Отсюда определяют допустимую для конструкции угловую скорость  (которая 

входит в выражение max
xM ). 

Задача 5.2. Подобрать диаметр круглого поперечного сечения конструк-

ции (схема 53) из условия прочности. Массу упругой системы не учитывать. 

Материал конструкции – Ст. 3. Запас прочности принять т 3n  . 

Указания по выполнению задачи 5.2 

1. К упругой системе прикладывается статическая сила qakP 1 , равная 

весу падающего груза в направлении удара. 

2. Определяется линейное перемещение ст сечения, в котором происхо-

дит удар, в направлении удара от силы Р. Для этого строят грузовую эпюру из-

гибающих моментов Мх от статически приложенной силы Р и строят единич-

ную эпюру xM  единичной силы 1P , приложенной в точке удара по направ-

лению движения падающего груза. Эпюры Мх и xM  перемножаются по прави-

лу Верещагина и определяется перемещение ст. Подставляя ст в приближен-

ное выражение коэффициента динамичности, определяют его величину 

cтcт
д

22
11







hh
k . 

3. По эпюре Мх находят наибольшее значение изгибающего момента и 

определяют статические напряжения (возникающие при статическом положе-

нии силы Р) 

xx WM maxmax
ст  . 

4. Составляют условие прочности рамы с учетом ударной нагрузки: 


x

x

W

M
kk

max

д
max
стд

max
дин . 

Отсюда находят диаметр круглого поперечного сечения 

][32

max
д

3







x
x

Mkd
W  или 3

max
д

][

32




xMk
d . 

Задача 5.3. Для стержня заданного поперечного сечения (схема 51) опре-

делить величину критической и допустимой силы и найти коэффициент запаса 

на устойчивость. Материал – Ст.3. 

Указания к выполнению задачи 5.3 

1.Учитывая симметрию, показываем положение главных центральных 

осей инерции сечения и вычисляем его геометрические характеристики 

A, Imin, AIi minmin  . 

2. Учитывая закрепление концов стержня, определяем гибкость 
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mini

l 
 . 

3. Если пред    (для Ст. 3 пред 100  ), то критическая сила подсчитыва-

ется по формуле Эйлера 
2

min
к 2(  )

EI
P

l





. 

Если же пред   , то критическая сила вычисляется по эмпирической за-

висимости 
2

к к ( )P A a b c A       . 

Для стали а = 304,1 МПа, b = 1,118 МПа, с = 0. 

4. Допустимая нагрузка определяется из условия устойчивости 

c [ ]
P

A
   , 

откуда 

c[ ]  [ ]P A   . 

Коэффициенты снижения допускаемого напряжения  для различных ма-

териалов в зависимости от гибкости стержня  определяется по таблице, приве-

денной в [10]. 

Коэффициент запаса на устойчивость будет 

к
y

P
n

P
 . 
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СОДЕРЖАНИЕ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ 

№ п/п Тема работ Номера задач и схем 

2 
Определение геометрических характеристик 

плоских сечений 
2 (1) 

1 Построение эпюр внутренних усилий 1 (5, 7, 8, 9, 10, 13, 15, 17, 18) 

2 Расчеты на прочность 2 (5, 33, 8, 9, 10, 13, 15, 28) 

3 Расчеты на жесткость 3 (31, 33, 35, 36, 15) 

4 Расчет статически неопределимых систем 4 (40, 42, 43, 47) 

5 
Расчеты на прочность при динамических 

нагрузках. Устойчивость сжатых стержней. 
5 (52, 53, 51) 

Примечание: 8-10 час на одну работу. 

Всего 8-12 % часов. 

1 семестр 100 часов. 
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Задача 1 

Для заданных упругих систем (схемы 5, 7, 8, 9, 10, 13, 15, 17, 18) опреде-

лить значения внутренних силовых факторов и построить их эпюры, выразив 

ординаты в характерных сечениях через q и a. Показать положение опасного 

сечения. 

Схема 5 (рис. 94, а). Дано: P = qa 

Брус имеет три силовых участка. 

I участок: 0  z1  a; 
1z

N  = – 3 qa = const; 

II участок: 0  z2  a; 
2zN  = – 3 qa + qz2; 

при z2 = 0 
2zN  = – 3 qa; 

при z2 = a 
2zN  = – 2 qa; 

III участок: 0  z3  a; 
3zN  = – 3 qa + qa + 4 qa = 2 qa = const. 

Эпюра нормальных сил показана на рис. 94, б. 

Для сжатой части бруса (I и II участки) опасным будет любое сечение 1-1 

на I участке, где ( max
zN )c = – 3 qa. 

Для растянутой части бруса (III участок) опасным будет любое сечение 2-2, 

где ( max
zN )p = 2 qa. 

Если материал бруса одинаково работает на растяжение и сжатие, то 

опасным будет сечение 1-1, где Nz = / max
zN / = 3 qa. 

Схема 7 (рис. 95, а). Дано: m1 = 0,1 qa
2
; mz = 0,1 qa. 

Брус имеет два силовых участка. 

I участок: 0  z1  a; 
1z

M  = m1 = 0,1 qa
2
 = const 

II участок: 0  z2  a; 
2zM  = 0,1 qa

2 
– 0,2 qa

2 
– (0,1 qa) z2; 

при z2 = 0 
2zM  = – 3 qa; 

при z2 = a 
2zM  = – 0,2 qa

2
. 

Эпюра крутящих моментов показана на рис. 95, б. 

Так как прочность материала бруса не зависит от направления крутящего 

момента, то опасным будет сечение 1-1, где Mz = |
max
zМ | = 0,2 qa

2
. 

Схема 8 (рис. 96, а). Дано: P = qa, m = 2 qa
2
. 

Консольная балка имеет два силовых участка. 

Построение эпюры Qy: 

I участок: 0  z1  a; 
1yQ  = – 2 qa = const;

 

II участок: 0  z2  a; 
2yQ  = – 2 qa + qz2; 

при z2 = 0 
2yQ  = – 2 qa; 

при z2 = a 
2yQ  = – qa. 

Эпюра Qy показана на рис. 96, б. 

Построение эпюры Mx: 
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I участок: 0  z1  a; Mx = –(2 qa) z1; 

при z1=0  
1х

M  = 0; 

при z1=a  
1х

M  = – 2 qa
2
. 

II участок: 0  z2  a;   
2

62
2
22

22

qz
qazaqaM х  ; 

при z2 = 0  
2хM  = 4 qa

2
; 

при z2 = a  2

2

5
2

qaM х  . 

Парабола выпукла навстречу направлению «q» и экстремальна в сечении, 

где 
2yQ  = 0 (т.е. за пределами II 

 
участка). 

Эпюра Mx показана на рис. 96, в. 

Опасное сечение 1-1, где Mx = | max
хМ | = 4 qa

2
. 

Схема 9 (рис. 97, а) Дано: P = qa, m = qa
2
. 

Определяем реакции опор 

1)       0222 2  aRaaqqaaqaМ BА ; 
2

qa
RB  ; 

2)       02232 2  aRaaqqaaqaМ AB ; 
2

7qa
RA  . 

Проверка: 

044
22

7
22  qaqa

qaqa
aqqaY . 

Двухопорная балка имеет два силовых участка. 
Построение эпюры Qy: 

I участок: 0  z1  a; 
1yQ  = – 2qa = const;

 

II участок: 0  z2  2a; qz
qa

Qy 
22

; 

при z2 = 0  
22

qa
Qy  ; 

при z2 = a  
2

3
2

qa
Qy  . 

Эпюра Qy показана на рис. 97, б. 
Построение эпюры Mx: 

I участок: 0  z1  a; Mx = – (2 qa) z1; 

при z1 = 0  
1х

M  = 0; 

при z1 = a  
1х

M  = – 2 qa
2
. 

II участок: 0  z2  2a; 
22

2
2

22

qz
z

qa
M х 








 ; 

при z2 = 0  
2хM  = 0; 

при z2 = 2a  
2хM  = – qa

2
. 
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Так как эпюра Qy пересекает нулевую линию в пределах II участка, то па-

рабола экстремальна в этом сечении (где Qy = 0). 

Исследуем параболу на экстремум 

0
2 2

2 2
2  y

x
Qqz

qa

dz

dM
  

2

0
2

a
z  ; 

2

0
22

a
zz    

8

2

2

qa
M x  . 

Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 97, в. 

Опасное сечение 1-1, где Mx = | max
хМ | = 2qa

2
. 

Схемы 17 и 18 решаются аналогично. 

Схема 10 (рис. 98, а). 

Дано: P = qa, m = 2qa
2
. 

Определяем реакции опор 

1)   02 Г
B  RaqqaX ; qaR 3Г

B  ; 

2)       02222 A
2

В  aRqaaaqaqaМ ; qaR A ; 

3) 0B
BA  RRY ; qaRR A

B
B . 

Плоская рама имеет три силовых участка. 

Построение эпюры Nz: 

I участок: 0  z1  a; 
1z

N  = qa = const; 

II участок: 0  z2  a; 
2zN  = RA = qa = const; 

III участок: 0  z3  a; 
3zN  = Г

BR
 
= 3qa = const. 

Эпюра нормальных сил показана на рис. 98, б. 

Построение эпюры Qy: 

I участок: 0  z1  a; 
1yQ  = RA = qa = const;

 

II участок: 0  z2  2a; 222
qzqaqzРQy  ; 

при z2 = 0  
2yQ  = – qa; 

при z2 = 2a  
2yQ  = – 3qa. 

III участок: 0  z3  a; 
3yQ  = 

B
BR

 
= qa = const. 

Эпюра поперечных сил показана на рис. 98, в. 

Построение эпюры Mx 

I участок: 0  z1  a; Mx = RA z1 = (qa) z1 (сжаты верхние волокна) 

при z1 = 0  
1х

M  = 0; 

при z1 = a  
1х

M  = qa
2
. 

II участок: 0  z2  2a;      aqazqazqzmaRPzM x 222A2 2
2

 

22 2
2

2 qzqa  . 
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При составлении выражения 
2хM  положительными приняли моменты, 

сжимающие правые волокна II участка, 

при z2 = 0  
2хM  = 3 qa

2 
(т.е. сжаты правые волокна), 

при z2 = 2a  
2хM  = – qa

2
 (т.е. сжаты левые волокна). 

Парабола выпукла навстречу нагрузке q, т.е. вправо, и экстремальна в се-

чении, где 
2yQ  = 0, т.е. за пределами II участка. 

III участок: 0  z3  a;   33
B
B3

zqazRM х   (сжаты нижние волокна) 

при z3 = 0  
3хM  = 0; 

при z3 = a  
3хM  = qa

2
. 

Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 98, г. 

Влиянием Nz и Qy на прочность в рамах можно пренебречь. 

Поэтому опасным будет сечение 1-1, где Mx = | max
хМ | = 3 qa

2
. 

Схема 13 (рис. 99, а). 

Дано: P = qa; a = 10d; m = qa
2 
= 10 P d. 

Брус имеет один силовой участок. Влиянием поперечных сил пренебрегаем. 

0  z  10 d, Nz = – 20 P = const. 

  const10
2

20  Pd
d

PM x  (сжаты задние волокна); 

Му = 2 Рz (сжаты левые волокна), 

при z = 0   My = 0; 

при z = 10 d    My = 20 Pd. 

  PdPdPdm
d

PM z 910
2

2  . 

Эпюры внутренних силовых факторов показаны на рис. 99, б, в, г, д. 

Опасным  будет  сечение на  нижнем  конце  бруса, где все внутренние 

силовые факторы одновременно достигают наибольших значений Nz = – 20 P; 

Mx = 10 Pd; My = 20 Pd; Mz = 9 Pd. 

Схема 15 (рис. 100, а). 

Дано: P = qa. 

Ломаный брус имеет три силовых участка. 

Построение эпюры Qy 

I участок: 0  z1  a; 
1yQ  = – 2 qz1; 

при z1 = 0  
1yQ  = 0; 

при z1 = a  
1yQ  = – 2 qa. 

II участок: 0  z2  a; const2
2

 qaQy . 

III участок: 0  z3  a; const2
3

 qaqaqaQy . 

Эпюра поперечных сил показана на рис. 100, б. 

Построение эпюры Mx 
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I участок: 0  z1  a; 2
1

1
1

2
2

1
qz

z
qzM x   (сжаты нижние волокна); 

при z1 = 0  
1х

M  = 0; 

при z1 = a  
1х

M  = qa
2
. 

Парабола выпукла вверх (так как q направлено вниз) и экстремальна в се-

чении, где Qy = 0. 

II участок: 0  z2  a;   22
2

zqaM х   (сжаты нижние волокна); 

при z2 = 0  
2хM  = 0; 

при z2 = a  
2хM  = 2qa

2
. 

III участок: 0  z3  a;     33
2

2
3

zqaz
a

qaM х 







 . 

Оба слагаемых момента сжимают верхние волокна, 

при z3 = 0  
3хM  = qa

2
; 

при z3 = a  
3хM  = 0. 

Эпюра изгибающих моментов показана на рис. 100, в. 

Построение эпюры Mz 

I участок: 0  z1  a; 0
1
zM ; 

II участок: 0  z2  a;   const
2

2 2

2
 qa

a
qaM z ; 

III участок: 0  z3  a;   const22 2

3
 qaaqaM z . 

Эпюра крутящих моментов показана на рис. 100, г. 

Влиянием Qy пренебрегаем. Опасным будет любое сечение 1-1, где 

Mx = 2 qa
2
; Mz = qa

2
; либо сечение 2-2, где Mx = qa

2
; Mz = 2 qa

2
. 
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Рис. 96 
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Рис. 100 
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Задача 2.1 

Подобрать из условия прочности размеры квадратного сечения деревян-

ного бруса. Материал – дерево. 

Исходные данные: (в)р = 80 МПа; (в)с = 40 МПа; nв = 8; q = 0,1 МН / м; а = 1 м. 

Решение 

1. По эпюре Nz определяем опасное сечение (рис. 101, б), так как (в)р  (в)с, 

рассмотрим отдельно две зоны – растяжения и сжатия (сечение I-I и сечение II-II). 

Зона растяжения – 3,011,033max

1
 qaN z  МН. 

Зона сжатия – 2,011,022max

1
 qaN z  МН. 

2. Для каждой зоны составляем условие прочности. 

Зона растяжения: 

 p
1

max

max 1

1


A

N z

z ; 

Зона сжатия: 

 c
2

max

max 2

2


A

N z

z . 

3. Определяем допускаемые напряжения 

 
 

10
8

80

в

рв

р 



n

 МПа;  
 

5
8

40

в

св
с 




n
 МПа. 

4. Из условия прочности определяем размеры поперечного сечения 

Зона растяжения: 

 
300м03,0

10

3,0 2

p

max

1
1 


  
N

А
z

 см
2
; 

Зона сжатия: 

 
400м04,0

5

2,0 2

с

max

2
2 


  

N
А

z
 см

2
. 

Размер стороны квадрата 

3,1730011  AB  см; 2040022  AB  см. 

Для бруса постоянного сечения условию прочности отвечает больший 

размер, следовательно, В = 20 см, А = 400 см
2
. 

5. В опасном сечении каждой зоны построим эпюру z и покажем напря-

женное состояние элемента в опасной точке (рис. 101, в, г). 

При растяжении-сжатии опасной является любая точка опасного сечения 

5,7
04,0

3,0
max

max 1

1


A

N z

z  МПа; 5
04,0

2,0
max

max 2

2





A

N z

z  МПа. 

Задача 2.2 

Подобрать из условия прочности размеры круглого, кольцевого (d / D = 0,5) 

и квадратного сечения скручиваемого стального бруса. Материал бруса – Ст. 3. 

Исходные данные: т = 220 МПа; nт = 1,5; а = 1 м; m = 0,1 МНм. 

Решение 

1. По эпюре Mz определяем опасное сечение (сечение I-I, рис. 101, б, где 

2,01,022max  mMМ zz  МНм. 
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2. Составляем условие прочности при кручении 

 

 
max

max

к

z

p

M

W
    . 

3. Определяем допустимое касательное напряжение 

     т

т

220
0,5 0,6 0,5 0,6 75

1,5n


       МПа. 

4. Из условия прочности подбираем размеры сечения 

   

max

к
z

p

M
W 


. 

– Круглое сечение 
3

16
p

d
W


 , 

 
9,23м239,0

7514,3

2,01616
33

max








  

M
d z  см. 

Площадь сечения 

4,448
4

9,2314,3

4

22








d

А  см
2
. 

– Кольцевое сечение: ( 5,0 Dd ), 
 
16

1 43 


D
W , 

    
4,24м244,0

5,017514,3

2,016

1

16
3

4
3

4

max








  

M
D z  см. 

Площадь сечения 

    5,3505,01
4

4,2414,3
1

444

2
2

2
222














DdD

А  см
2
. 

– Квадратное сечение 

3 3
к 0,208W ab b  ; 

 
4,23м234,0

75208,0

2,0

208,0
33

max







  
M

B z  см. 

Площадь сечения 6,5474,23 22  bA  см
2
. 

Более экономичным является кольцевое и менее экономичным – квадрат-

ное сечение скручиваемого бруса, так как при одинаковом Wp(к) 

квадрата круга кольцаA A А  . 

5. Эпюры касательных напряжений и напряженное состояние в опасной 

точке показаны на рис. 105 в, г. При кручении бруса круглого или кольцевого 

сечения опасной является любая точка на поверхности сечения; для квадратно-

го сечения – точка А в середине стороны квадрата. Для круглого сечения 
max

max

0,2
74,6 75

3,14 0,239

16

z

p

M
МПа

W
    


МПа. 



 104 

 
 

Рис. 101 (к задаче 2.1) 

 
 

Рис. 102 (к задаче 2.2) 
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Задача 2.3 

Подобрать из условия прочности размеры круглого, прямоугольного (h / b = 2) 

и двутаврового сечения стальной балки. Материал – Ст 3. 

Исходные данные: т = 220 МПа; nт = 1,5; а = 1 м; m = 0,1 МНм. 

Решение 

1. По эпюре Mx определяем опасное сечение (рис. 103, б, в), где 

15,011,05,1 2max  zz MМ  МН  м (сечение I-I, рис. 103, a). 

2. Составляем условие прочности при изгибе 

 
х

z
z

W

M max
max . 

3. Определяем допускаемое напряжение 

  т

т

220
146,7

n 1,5


     МПа. 

4. Из условия прочности определяем размеры поперечного сечения 

 


max
x

x

M
W . 

– Круглое сечение 

16

3d
Wx


   

 
8,21м218,0

7,14614,3

15,03232
33

max








  

M
d x  см. 

Площадь сечения 1,373
4

8,2114,3

4

22








d

А  см
2
. 

– Прямоугольное сечение (h / b = 2) 

3

2

6

32 bbh
Wx    

 
5,11м115,0

7,1462

15,03

2

3
33

max








  

M
b x  см; 

h = 2 b = 2  11,5 = 23 см. 

Площадь сечения А = b  h = 11,5  23 = 264,5 см
2
. 

– Двутавровое сечение 

 
1022м001022,0

7,146

15,0 3
max




  
M

W x
x  см

3
. 

По таблице сортамента выбираем двутавр 

№ 45 с Wx = 1231 см
3
; А = 84,7 см

2
 (ГОСТ 8239-89), 

h = 45 см, b = 16 см. 

Более экономичным является двутавровое сечение и менее экономич-

ным – круглое сечение изгибаемого бруса, так как при одинаковом Wx 

круга прямоугольника двутавраA A А  . 

5. Эпюра нормальных напряжений и напряженное состояние в опасной 

точке показаны на рис. 103, г, д. 
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При изгибе опасной является точка опасного сечения, наиболее удаленная 

от нейтральной линии (точка А или В) 

Для двутаврового сечения 

9,121
101231

15,0
6

max
max 





x

x
z

W

M
 МПа. 

Задача 2.4 (а) 

Прежде, чем решать задачу 2.4, полезно научиться определять положение 

главных центральных осей и вычислять главные моменты инерции сложных 

сечений. 

Например, для сечения, показанного на рис. 104, а, главные центральные 

оси совпадают с осями симметрии X и Y сечения. Главные моменты инерции 

сечения относительно этих осей будут (сечение рассматриваем как два прямо-

угольника (I), вырезанные из прямоугольника (II) 

 

  ;см616433
12

43
2

12

126

12
2

12
22

42
33

2
1

3
11

3
1

2
22

11
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hbhb

AaIIIII III
x

II
x

I
x

II
xx
































 

198
12

34
2

12

612

12
2

12
2

333
12

3
22 







bhbh
III I

у
II
уу  см

4
. 

Для сечения, показанного на рис. 104, б, одна из главных центральных 

осей совпадает с осью симметрии Y. Вторая главная центральная ось X пройдет 

через центр тяжести сечения перпендикулярно оси Y. 

Исходные данные для элементов, составляющих сечения: 

– по ГОСТ 8239-89 для двутавра № 20 А
I
 = 26,8 см

2
, 1840I

xI  см
4
, 115I

yI  см
4
; 

– по ГОСТ 8240-89 для швеллера № 16а А
II
 = 19,5 см

2
, 8,78I

xI  см
4
, 823I

yI  см
4
. 

Если за исходные данные принять оси X2Y, то координаты центра тяжести 

сечения будут 

хс = 0; 95,6
5,198,26

05,19128,26
2 
















III

II
c

III
c

I
x

с
AA

yAyA

A

S
у  см. 

Главные моменты инерции сечения 

     
  ;см35445,1995,68,78

8,2605,51840

42

22
2

2
1 21

 

AaIAaIIII IIII
x

II
x

II
x

I
xx




 

938823115  II
у

I
уу III  см

4
. 

Задача 2.4 

Подобрать из условия прочности величину допустимой нагрузки для 

стальной балки, имеющей заданное сечение. Материал балки – Ст.3. 
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Исходные данные: т = 220 МПа; nт = 1,5; а = 1 м; швеллер № 16; лист 1,5  20 см. 

Решение 

1. По эпюре Мх определяем опасное сечение (сечение I-I), рис. 106, а, б, в, 

где 2max 2qaMM xx  . 

2. Для заданного сечения определяем геометрические характеристики 

(рис. 106, г). 

– Положение центра тяжести сечения в исходных осях X2Y 

хс = 0; 
 
 

96,1
205,125,19

0205,185,19
2 
















III

II
c

III
c

I
x

с
AA

yAyA

A

S
у  см. 

– Через центр точки сечения проводим ось X и определяем осевой момент Ix 

     

.см9,29413096,1
12

205,1
2

5,1904,68,782

42
3

2
2

2
21

2
1 21

 

AaIAaII xхx


















 

– Определяем осевой момент сопротивления 

63

max

10246см246
96,11

9,2941   
Y

I
W x

x  м
3
. 

3. Составляем условие прочности и определяем величину допустимой 

нагрузки 

 
x

x
z

W

M max
max ; 

  т

т

220
146,7

1,5n


     МПа; 

 
018,0

12

102467,146

2 2

6

2












a

W
q x  МН / м. 

4. В опасном сечении строим эпюру  (рис. 106, д). 

3,981004,8
109,2941

1018,02 2

8

2max





 

A

x

xA
z y

I

M
 МПа; 
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M
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Рис. 103 (к задаче 2.3) 
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а б 

Рис. 104 (к задаче 2.4, а) 

 

 
 

Рис. 105 (к задаче 2.5) 
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Рис. 106 (к задаче 2.4) 
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Задача 2.5 

Для плоской рамы подобрать двутавровое сечение из условия прочности. 

Материал рамы – Ст.3. 

Исходные данные: 
м

МН
02,0q ; а = 0,8 м; т = 220 МПа; nТ = 1,5. 

Решение 

1. По эпюре Mx (рис. 105) определяем опасное сечение рамы (сечение I-I 

или II-II), где 026,08,002,022 22max  qaMM xx  МНм. 

2. Из условия прочности на изгиб определяем необходимый двутавр 

  т

т

220
146,7

1,5n


     МПа; 

 
x

x
z

W

M max
max ; 

 
2,177м102,177

7,146

026,0 36
max




   
M

W x
x  см

3
. 

По справочнику подбираем двутавр № 20 

Mx = 184 см
3
 (ГОСТ 8239-89). 

3. Определяем 
max
z  и строим эпюру  для сечения I-I 

3,141
10184

026,0
6

max
max 





x

x
z

W

M
 МПа. 

Задача 2.6 

Для стального бруса круглого поперечного сечения определить из усло-

вия прочности допустимую нагрузку. Вычислить величину нормальных, каса-

тельных и эквивалентных напряжений в опасной точке. Материал бруса – сталь 

30ХГСА. 

Исходные данные: а = 1 м; т = 1400 МПа; nт = 1,5. 

Решение 

По эпюрам ВСФ определяем опасное сечение (где все ВСФ достигают 

наибольших значений) – сечение в заделке, 

где Nz = – 20 Р (сжаты все волокна сечения); 

Mx = 10 Pd (сжаты задние волокна сечения); 

My = 20 Pd (сжаты левые волокна сечения); 

Mx = 9 Pd (hис. 110, б, в, г, д). 

Строим эпюру нормальных напряжений в опасном сечении (рис. 107, е). 

Для этого определяем знаки напряжений по четвертям опасного сечения, со-

ставляем выражение 
A
z  для произвольной точки А в первой четверти сечения 

и, приравнивая его нулю, получаем уравнение нейтральной линии (рис. 108). 
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Рис. 107 (к задаче 2.6) 
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Найдем координаты точек пересечения нейтральной линии с осями коор-

динат 

у0 = 0  
16

20
4

64
20

2

4

0

d

Pd
d

d
P

AM

IN
х

y

yz






 ; 

х0 = 0  
81064

420
2

4

0

d

Pdd

dP

AM

IN
y

y

yz





 . 

Проводим нейтральную линию (рис. 106, е). 

Находим координаты наиболее удаленной от нейтральной линии точки В 

и определяем нормальное напряжение в ней. Это напряжение и будет макси-

мальным 

вв
max x

I

M
y

I

M

A

N

y

y

x

xz
z  ; 

координаты точки В 

2

1

16

8
tg

0

0 



d

d

y

x
  43260  ; 

sin = 0,45; cos = 0,89; 

d
d

уB 225,0sin
2

 ; d
d

xB 445,0cos
2

 ; 

2222

max 6,252445,0

64

20
225,0

64

10

4

20

d

P
d

d

Pd
d

d

P

d

P
B 








 . 

Нормальное напряжение в точке C 

2222
1,201445,0

64

20
225,0

64

10

4

20

d

P
d

d

Pd
d

d

P

d

P
C 








 . 

Эпюра z в опасном сечении показана на рис. 107, е. 

Строим эпюру касательных напряжений  в опасном сечении (рис. 107, ж) 

23max 8,45

16

9

d

P

d

Pd

W

M

p

z 


 . 

4. Определяем опасную точку в опасном сечении (в которой и нормаль-

ное, и касательное напряжения максимальны) – точка В. 

5. Покажем напряженное состояние элемента в опасной точке В (рис. 107, з). 

6. Из условия прочности по III гипотезе прочности находим допустимую 

нагрузку 

  2
в

2
вэкв 4 ;   т

т

1400
933,3

1,5n


     МПа; 
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3,9338,4546,252

2

2

2

2




















d

Р

d

Р
; 

3,9336,252
2


d

Р
; 036,0

7,268

1,03,933 2




Р  МН. 

7. Определим  напряжения  в  точках В и С и проставим их на эпюрах 

(рис. 107, е, ж) 

1,884
1,0

035,0
6,2526,252

22

max 
d

P
B  МПа; 

9,705
1,0

035,0
7,2011,201

22


d

P
C  МПа; 

3,160
1,0

035,0
8,458,45

22max 
d

P
 МПа; 

    4,9403,16041,8844
222

в
2
вэкв   МПа. 

Задача 2.7 

Для плоско-пространственного бруса круглого поперечного сечения по-

добрать  величину допустимой нагрузки из условия прочности. Диаметр бруса 

d = a / 20, Материал – Cт. 3. 

Исходные данные: а = 1 м; d = 0,05 м; Р = qa; т = 220 МПа; nт = 1,5. 

Решение 

1. По  эпюрам Mz и Mx  определяем опасное сечение – одно из 2
х
 сечений 

I-I или II-II (рис. 109, а). 

Сечение I-I: 
2max 2qaM x  , 
25,1 qaM z  . 

Сечение II-II: 
25,1 qaM x  , 

2max 2qaM z  . 

2. Для каждого сечения строим эпюры нормальных и касательных напря-
жений. 

Сечение I-I (рис. 109, г, д) 

 
d

q

d

dq

d

qa

W

M

x

x
z 7,8148

32202

32

2
3

2

3

2max
max 







 ; 

 
d

P

d

dq

d

qa

W

M

p

z 8,3055
16205,1

16

5,1
3

2

3

2

max 






 . 

Сечение II-II (рис. 109, ж, з) 

 
d

q

d

dq

d

qa

W

M

x

x
z 5,6111

32205,1

32

5,1
3

2

3

2
max 







 ; 
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d

P

d

dq

d

qa

W

M

p

z 4,4074
16202

16

2
3

2

3

2max

max 






 . 

3. По эпюрам  и  определяем опасные точки в каждом сечении и изоб-

ражаем напряженное состояние элементов в этих точках (рис. 109, е, и). 

В сечении I-I опасными точками будут точки А и В, а в сечении II-II –

точки С и Д. 

4. В опасных точках определяем величину эквивалентных напряжений по 

III гипотезе прочности. 

Сечение I-I 

d

q

d

q

d

q
А 101868,305547,81484

22

22
3.экв 

















 . 

Сечение II-II 

d

q

d

q

d

q
C 101864,407447,6111

22

.экв 
















 . 

Таким образом, оба сечения равноопасны. 

5. Из условия прочности определяем величину допустимой нагрузки 

  т

т

220
146,7

1,5n


     МПа; 

экв  []; 

7,14610186 
d

q
; 

м

МН
0007,0

10186

005,07,146
 q 


 . 

6. В опасных точках подсчитываем напряжения 














;МПа8,42
05,0

007,0
8,30558,3055

;МПа1,114
05,0
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7,81487,8148

max

max

 
d
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q
z

 сечение I-I (рис. 109, г, д); 
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05,0

007,0
4,40744,4074

;МПа6,85
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007,0
5,61115,6111

max

max

 
d

q

 
d

q
z

 сечение II-II (рис. 109, ж, з). 
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Задача 2.8 

В опасной точке конструкции, выполненной из дюраля, установлены три 

тензорезистора под углом  / 4 (рис. 110, а). По отсчетам, снятым с помощью 

тензостанции с ценой деления n = 10
-6

: 

а) найти величину нормальных и касательных напряжений на двух вза-

имно перпендикулярных площадках и показать напряженное состояние исход-

ной частицы материала в опасной точке; 

б) определить положение главных площадок и величину главных нор-

мальных напряжений, показать напряженное состояние частицы материала, вы-

резанной главными площадками; 

в) определить, как далека конструкция от опасного состояния (т.е. вычис-

лить коэффициент запаса прочности). 

Исходные данные: 

z = 1000; у = – 800;  = 600; Е = 0,75  10
5
 МПа; 

G = 2,8  10
4
 МПа;  = 0,33; Т = 340 МПа. 

Решение 

1. Определим относительную линейную деформацию 

z = z n = 1000  10
-6

 = 10
-3

; 

у = у n = – 800  10
-6

 = – 0,8  10
-3

; 

 =  n = 600  10
-6

 = 0,6  10
-3

. 

2. Определим угловую деформацию в данной точке 

 2sin
2

1
sincos 22

zyyz ; 

при 
4


      zy = z + у – 2  = 10

-3
 – 0,8  10

-3 
– 2  0,6  10

-3
 = – 10

-3
. 

3. Определим напряжения на двух взаимно перпендикулярных площадках 

(рис. 110, б) 

    62108,033,010
33,01

1075,0

1

33

2

5

2








 

yzz

E
 МПа; 

    6,391033,0108,0
33,01

1075,0

1

33

2

5

2








 

zyy

E
 МПа; 

  2810108,2 34  
zyzy G  МПа. 

4. Найдем величину главных нормальных напряжений и положение глав-

ных площадок 

 
2 2

22
гл

62 39,6 62 39,6
28 11,2 58,0

2 2 2 2

z y z y

zy

       
             

  
; 

1 = 69,2 МПа; 3 = – 46,8 МПа; 
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0

2 2 26
tg2 0,55

62 39,6

zy

z y

   
    

  
; 

20 = 2848; 0 = 1424. 

Положительный угол откладываем против хода часовой стрелки, под уг-

лом 0 к направлению z (так как z > у) проходит главное нормальное напря-

жение 1. 

5. По III гипотезе прочности подсчитываем величину эквивалентных 

напряжений в данной точке 

экв = 1 – 3 = 69,2 + 46,8 = 116 МПа. 

6. Определим коэффициент запаса прочности конструкции 

т
т

экв

340
n 2,93

116
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Рис. 110 
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Задача 3.1 

Из условия жесткости подобрать размер квадратного сечения чугунного 

бруса. Известно, что перемещение свободного конца бруса не должно превы-

шать 1 / 400 общей его длины. При расчете принять Ер = Ес. 

Дано: 
м

МН
01,0  q  ; а = 1 м; Е = 1,2  10

5
 МПа. 

Решение 

1. Определяем перемещение свободного конца бруса методом Мора. Со-

ставляем  выражения  Nzi  для грузового  (рис. 111, а) и ziN  для единичного 

(рис. 111, б) состояний. 

0  z1  a; 
1z

N  = 5 qa; 1
1
zN ; 

0  z2  a; 
2zN  = 5 qa – 6 qa = – qa; 1

2
zN . 

Вычисляем перемещение А по формуле Мора 

     
EA

qa
qaqa

EA
dzqadzqa

EA
dz

EA

NN
aa

l

zizi
А

2
22

00

2

1

4
5

1
115

1

1









  . 

2. Из условия жесткости подбираем размер С квадратного сечения бруса. 

Условие жесткости 

 
400

брl
А  ; 

400

24 2 а

EA

qa
 ; так как А = С

2
, то 

816,0м1016,8
102,1

101,0800800 3

5





   

E

qa
С  см. 

Принимаем С = 1 см. 

 
 

 

a 

б 

5qa 
6qa 

a a 
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z2 z1 
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Рис. 111 

CC 
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Задача 3.2 

Построить эпюру углов закручивания относительно сечения С. Из усло-

вия жесткости подобрать размер круглого сечения стального бруса. 

Дано: m1 = 0,1 qa
2
; 

м

МН
01,0  q  ; а = 1 м;  

м

рад
005,0   ; G = 8  10

4
 МПа. 

Решение 

Записываем выражения Мzi для каждого участка бруса (рис. 112, а). 

0  z1  a; 
1z

М  = m1; 

0  z2  a; 
2zМ  = m1 + 2 m1 = 3 m1; 

0  z3  a; 
3zМ  = m1 + 2 m1 – 4 m1 = – m1; 

0  z4  a; 0
4
zМ . 

Строим эпюру углов закручивания (рис. 112, б) относительно сечения С, 

используя формулу Мора 



1l p

zizi
i dz

GI

MM
. 

Так как в пределах каждого силового участка Мzi = const, а 1ziМ , то 

p

izi
i

GI

lM
 ; 

pp

z

AC
GI

am

GI

aM
11  ; 

pppp

z

ACBC
GI

am

GI

am

GI

am

GI

aM
111 43

2   ; 

pppp

z

BCDC
GI

am

GI

am

GI

am

GI

aM
111 34

3 


  ; 

ppp

z

DCEC
GI

am

GI

am

GI

aM
11 3

0
3

4   . 

Из условия жесткости находим размер d круглого сечения бруса. Усло-

вие жесткости 

   
p

z

GI

M max

max ; 

так как 
32

4d
I p


  и 

2
1

max 3,03 qamM z  , то 

   
35,9м1035,9

005,0108

101,03,0323,03232 2
4

4

2

4

2

4

max













   

G

qa

G

M
d z  см. 

Принимаем d = 9,5 см. 
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Рис. 112 

Задача 3.3 

Для двухопорной балки постоянной жесткости EIx в общем виде опреде-

лить методом Мора прогиб в точке С и способом Верещагина угол поворота на 

правой опоре. Используя вид эпюры Мх, показать примерное положение изо-

гнутой оси балки. 

Дано: q, a, EIx. 

Решение 

1. Определяем реакции опор. 

Для грузового состояния (рис. 113, а) 

0мом 
А

,   03222  aPaRaaqm B ; RB = 4 qa; 

0мом 
В

,   0222  PaaaqaRm А ; RА = qa. 

Для единичного состояния (рис. 113, б) 

0мом 
А

, 032  aPaRB ; 
2

3
BR ; 

0мом 
В

, 02  aPaRA ; 
2

1
AR . 

2. Записываем выражения для 
ixM  и 

ixM  по участкам балки. Строим 

эпюру Мх (рис. 113, в) 

0  z1  a; 
2
11

2
2
1

1
2

2
1

qzzqaqa
z

qzRmM Aх  ; 

при z1 = 0 
1х

M  = qa
2
; 

при z1 = 2 a 2

1
qaM х  . 

11
2

1
1

zzRM Ax  ; 

0  z2  a; 222
zqaРzM х  ; 

E 

m1 

 

 

 

 

2m1 4m1 m1 

B C A D 
a 

б 

    a a a a 

z1 z2 z3 z4 

3ma 

GIp 

3ma 

GIp 

ma 

GIp 

 4ma 

GIp 



 123 

при z2 = 0 
2хM  = 0; 

при z2 = a 2

2
qaM х  . 

22 1
2

zzPM x  . 

3. Вычисляем прогиб сечения С по формуле Мора 
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1
2

3

4
1

34

2
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2
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2
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1

2

11

434322

2

0 0

221
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2
2

1
1





































  

xx

a a

xl x

xx
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aqaqaaqa

EI

dzzqaz-dzzqzqazqa
EI

dz
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ММ
у ii

 

4. Определяем реакции опор для единичного состояния (рис. 116, г) 

0мом 
А

, 02  maRB ; 
а

RB
2

1
 ; 

0мом 
В

, 02  maRA ; 
a

RA
2

1
 . 

5. Строим эпюру изгибающих моментов хM  (рис. 113, д) 

0  z1  2 a, 11
2

1
1

z
a

zRM Aх  ; 

при z1 = 0 
1х

M  = 0; 

при z1 = 2a 1
1
хM . 

11
2

1
1

z
a

zRM Aх  ; 

0  z2  a; 
2хM  = 0. 

6. Вычисляем i и 
iхсM : 

32
1 2

2

1
qaaqa  ; 

3

1
1

3

1
1

хсM ; 

  3
3

2
3

4

12

22
qa

aq
 ; 

2

1
1

2

1
2

хсM ; 

32
3 2

2

1
qaaqa  ; 

3

2
1

3

2
3

хсM ; 

32
4

2

1

2

1
qaaqa  ; 0

4
хсM . 

7. Определяем угол поворота сечения В 
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  – поворот против часовой стрелки. 
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8. Показываем характер изогнутой оси балки (рис. 113, е), учитывая 

найденные перемещения уС и В, уА = уВ = 0 и вид эпюры Мх: так как эпюра Мх 

построена на сжатых волокнах, то на участках, где Мх > 0, балка изогнута вы-

пуклостью вниз, где Мх < 0 – выпуклостью вверх. 

 

 
Рис. 113 
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Задача 3.4 

Для плоской рамы в общем виде определить вертикальное перемещение 

точки D, приняв жесткость поперечного сечения EIx всех элементов рамы по-

стоянной. 

Дано: q, a, EIx. 

Решение 

1. Определяем реакции опор для грузового состояния (рис. 114, а) 

0мом 
А

, 02  axPam D ; 
2

qa
xD  . 

0y , уА – Р = 0; уА = qa; 

0мом 
D

, 02  ауaхm АА ; 
2

qa
xА  . 

2. Определяем реакции опор для единичного состояния (рис. 114, в) 

0мом 
А

, 02  axaP D ; 
2

1
Dx ; 

0y , 0 РуА ; 1Ау ; 

0мом 
D

, 02  aхау АА ; 
2

1
Аx . 

2. Строим эпюры Мх (рис. 117, б) и xM  (рис. 114, г) 

0  z1  2 a, 11
2

1
1

qazzxM Aх  ; 

при z1 = 0  
1х

M  = 0; 

при z1 = 2a  2

1
qaM х  . 

11
2

1
1

zzxM Aх  ; 

при z1 = 0  
1х

M  = 0; 

при z1 = 2a  aM х 
1

. 

0  z2  a; 222
qazPzM х  ; 

при z2 = 0  
2хM  = 0; 

при z2 = a  2

2
qaM х  . 

22 1
2

zzPM х  ; 

при z2 = 0  
2хM  = 0; 

при z2 = a  aM х 
2

. 

3. Вычисляем i и 
iхсМ  

32
1 2

2

1
qaaqa  ; aМ хс

3

2
1

 ; 
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22

1 3
2

2

qa
aqa  ; aМ хс

3

2
2

 . 

4. Определяем вертикальное перемещение точки D по способу Верещагина 

 
32

3

1

1 2 2

3 2 3

ii xc

D

x x

M qa
у qa a a

EI EI

      
          

      


4 42 1

3 3 3x x

qa qa

EI EI

 
     

 
, 

т. е. точка D переместится вверх. 

 

 
а б 

 
в г 

Рис. 114 

 

Р = qa 

A 

a 

  

2
a

 

z 1
 

z2 

 

m = 2qa
2 

Mx 

хA =  
1 
2 

P = 1 

2 

qa 

A 

Мхс1 

xA =  
1 
2 

yA = qa 

1 

qa
2 

 
qa

2 

 qa
2 

D 

хD =  
qa 

2 

хD =  
1 

2 

z2 D 

Мхс2 

a 

a 

Mx 

 yA = 1 

z 1
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Задача 3.5 

Для плоско-пространственного бруса круглого поперечного сечения, вы-

полненного из стали, в общем виде определить вертикальное перемещение се-

чения А. При расчете принять G = 0,4E. 

Дано: q, a, E. 

Решение 

1. Записываем выражения 
ixM , 

izM  для грузового(рис. 115, а) и 
ixM , 

izM  

для единичного (рис. 115, б) состояний 

0  z1  a, 2

1
qamM х  ; 

1z
M  = 0; 

11 1
1

zzPM х  ; 
1z

M  = 0; 

0  z2  a, 222
qazPzM х  ; 2

1
qamM z  ; 

22 1
2

zzPM х  ; aaPM z  1
2

. 

2. Определяем вертикальное перемещение сечения А методом Мора 

     

    

.
6

1

32

1
100

1

11
1

44

3
32

2

0

2

0

0

22

0

1
2

2

1

px

px

aa

p

aa

xp

zzi

x

xxi

А

GI

qa

EI

qa

aqa
GI

a
qa

a
qa

EI
dzaqadz

GI

dzzqazdzzqa
EI

dz
GI

MМ
dz

EI

MМ
у ii


































 

 

Так как для круглого сечения 

Ip = 2 Ix и GIp = 0,4 E  2 Ix = 0,8 EIx, 

то окончательно получаем 

xxx

А
EI

qa

EI

qa

EI

qa
у

12

17

8,06

444

  – направлено вверх. 

 
 

 

y2 

y1 

x2 

A 

z2 

P = qa 

 

 a 

 a 

 x1 

 z1 

 

 

 

y2 

y1 

x2 

z2 

 

A 

 
 

x1 
z1 

 

а б 

Рис. 115 

m = qa
2 

P = 1 
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Задача 4.1 

Для стержневой системы определить усилия в стержнях и построить их 
эпюру, выразив ординаты через Р; произвести деформационную проверку ре-
шения. Подобрать из условия прочности диаметры круглого сечения стержней, 
материал стержней – сталь 30ХГСА. 

Дано: Р = 0,1 МН; т = 1400 МПа; nт = 1,5. 

Решение 

1. Заданная система (рис. 119, а) статически неопределима один раз. 
2. Выбираем основную систему и изображаем по ней эквивалентную (рис. 

116, б) 
3. Записываем условие эквивалентности в каноническом виде 

01111  PX . 

4. Строим эпюры нормальных сил NP от заданной нагрузки P (рис. 116, в) 

и 1N  от единичных сил 11 X  (рис. 116, г); для этого рассмотрим равновесие 

узла А 

x = 0; 0
4

sin
4

sin 12 





NN ; 21 NN   аналогично 21 NN  ; 

у = 0; 0
4

cos
4

cos 21 





PNN ; 
2

21

P
NN  ; 

по аналогии в единичной системе 
2

21

P
NN  . 

5. По правилу Верещагина вычисляем коэффициент при неизвестном и 
свободный член канонического уравнения 

 
EA

a
a

EA
a

EAEA

NN
82,3121

1

2

1
22

2

123

1

1

11
1 











  ; 

 









3

1

11 82,2
2

1
22

2

21

EA

Pa
a

P

EA
N

EA PNP . 

6. Из канонического уравнения находим 

P
aEA

EAPa
X P 74,0

82,3

82,2

11

1
1 









 . 

7. Строим эпюру нормальных сил для эквивалентной (заданной) системы 
(рис. 116, д) 

x = 0; 21 NN  ; 

у = 0; 074,0
4

cos2 1 


PРN ; РNN 18,021  . 

8. Деформационная проверка: взаимное перемещение смежных сечений А 
в разрезе должно равняться нулю 

    01274,0
2

1

2

1
2218,0

23

1

1



  aP

EA
aP

EAEA

N
zN

A-A . 

9. Подбираем диаметры стержней из условия прочности 

 
 zN

A , где   т

т

1400
933

1,5n


     МПа. 
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По стержням 1 и 2 
 

 1z
N

A , 31095,4
933

1,018,04 





d  м; 

по стержню 3 
 

 32
zN

A , 31010,7
933

1,074,04

2

1 




d  м. 

Принимаем диаметр стержней d = 8 мм. 
 

 
а б 

 

 
в г 

 

 
д 

Рис. 116 

 

2
a

 

Х2 = 1 

0,18 Р 

a
 

N1 

  

2 1 1 

EA EA 

A 

 P 

2 

Х1 

Х1 Эквивалентная 

схема 

P 

P 

у 

  
х х 

3 

2EA 

3 

 
 
4 

 
 
4 

P 

Х1 = 1 

Х1 = 1 

1 

2 

1 

2 

Р 

2 

Р 

2 

Nр N1 N2 

у 
N1 N2 

A A 

A 

Nz 

 

0,18 Р 

A 

0,74 Р 

N1 N2 

y 

X1 = 0,74 Р 

x 
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Задача 4.2 

Для бруса раскрыть статическую неопределимость, построить эпюру кру-
тящих моментов и произвести деформационную проверку выполненного реше-
ния. 

Дано: m, а. 
Решение 

1. Определяем степень статической неопределимости бруса n = 2 – 1 = 1. 
2. Выбираем основную систему и показываем эквивалентную систему 

(рис. 117, б). 
3. Записываем каноническое уравнение метода сил 

01111  ХР  

4. Строим эпюру крутящих моментов от заданной нагрузки (рис. 117, в, г) 

и от момента 11 Х  (рис. 117, д, е) 

0  z1  2a, 0
1
P

zМ ; 1
11
zM ; 

1

4

32
p p

d
I I


  ; 

0  z2  a, mМ P
z 

2
; 1

12
zM ; 

 
1

4
2

16
32

p p

d
I I


  . 

5. По способу Верещагина вычисляем 11 и P1  

1

2

11

1

(1 2 ) 1 (1 ) 1 33

16 16

cz zM

p p p p

M a a a

GI GI GI GI

    
     ; 

1
1

1

1

( ) 1

16

P c
Z

z
M

P

p p

M ma

GI G I

  
  


 . 

6. Находим величину неизвестного момента x1 

1
1

11

16

16 33 33

pP

p

GIma m
X

GI a

 
     


. 

7. Показываем окончательный вид эквивалентной системы (рис. 117, ж). 
8. Строим эпюру крутящих моментов (рис. 117, з) 

0  z1  2a, 
331

m
M

z
 ; 

0  z2  a, mm
m

M
z

33

32

332
 . 

9. Проводим деформационную проверку. В новой основной системе А = 0. 

Строим эпюру крутящих моментов (рис. 117, к) от единичного момента 1m  
(рис. 117, и) 

0  z3  3 a, 1zM . 

10. По способу Верещагина вычисляем А 

2

1

32
2 1 1

2 233 33
0

16 33 33

cz
zM

A

p p p p

m
a ma

M ma

GI GI GI GI

   
                  

 
 . 



 132 

 

 

Рис. 117 

d
 

2a 

Mz 

a 

a 

б 

в 

г 

д 

е 

ж 

з 

и 

к 

2
d

 

m 

m 

m 

m 

х1 

z1 
z2 

z1 z2 

m 

m 

1 1 

 

Mz
p 

z1 z2 

1 
Mz 

2 

z1 

1 1 

m 

33 

m 

33 

m 

33 

m = 1 

m 
32 

33 
m 

32 

33 

Мzс2 Мzс1 

х1 = 1 
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Задача 4.3 

Раскрыть статическую неопределимость балки, построить эпюры внут-
ренних усилий и произвести деформационную проверку выполненного реше-
ния. 

Дано: q, a, EIx. 
Решение 

1. Определяем степень статической неопределимости балки 
n = 4 – 3 = 1. 

2. Выбираем основную систему и показываем эквивалентную систему 
(рис. 118, б). 

3. Записываем каноническое уравнение метода сил 
01111  XP . 

4. Строим эпюру изгибающих моментов от заданной нагрузки (рис. 118, 

в, г) и от силы 11 X  (рис. 118, д, е) 

az  10 , 0
1
P

xM ; 

11
11

zM
x

 ; 

при 01 z   011 xM ; 

при az 1   aM x 11 . 

az 20 2  , 
2

4
3

2
22

2

qz
qaM P

x  ; 

при 02 z   23
2

qaM P
x  ; 

при az 22   25
2

qaM P
x  ; 

)(1 212
zaM

x
 ; 

при 02 z   aM x 12 ; 

при az 22   aM x 312  . 

5. По способу Верещагина вычисляем 11 и P1  

xxx

xM

EI

a

EI

aaa

EI

M
c

3

11

9
3

3

2
33

2

1

11 























 ; 

.
3

4

3

35

3

16
5

3

1
3

3

2
25

2

1

2

1
3

2

1

12

)2(4

3

2
3

3

1
23

2

1

44
2

3

2

3

1

1

1

xxx

xxx

x
M

P

EI

qa

EI

qa

EI

aaaqa

EI

aa
aq

EI

aaaqa

EI

M cP
x












































































 
 

6. Находим величину неизвестной силы x1 
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qa
a

EI

EI

qa
X x

x

P

27

4

93

4
3

4

11

1
1 























 . 

7. Показываем окончательный вид эквивалентной системы (рис. 118, ж). 
8. Строим эпюры поперечных сил (рис. 118, з) и изгибающих моментов 

(рис. 118, и) 

az  10 , qaQy
27

4
1

 ; 

1
27

4
1

zqaM x  ; 

при 01 z   0
1
xM ; 

при az 1   2

27

4
1

qaM x  . 

az 20 2  , 24
27

4
2

zqqaQy  ; 

при 02 z   qaQy
27

4
2

 ; 

при az 22    qaQy
27

212
2
 . 

Найдем 0
2z  

0
24

27

4
zqqa  ; 

27

0
2

a
z  ; 

2

4
3)(

27

4
2
22

22

qz
qazaqaM x  ; 

при 02 z   2

27

85
2

qaM x  ; 

при 
27

0
2

a
z    2max

729

2297
2

qaM x  ; 

при az 22    2

x
9

41
2

qaM  . 

9. Проводим деформационную проверку. В новой основной системе 
0A . Для единичного состояния (рис. 118, к) определяем реакции опор 

aa

m
yy BA

3

1

3
 . 

Строим эпюру изгибающих моментов xM  (рис. 118, л) 

az 30 1  , 1
3

1
1 z

a
M x  ; 

при 01 z   01 xM ; 

при az 1   
3

1
1 xM ; 

при az 31    11 xM . 
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Рис. 118 
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10. По способу Верещагина вычисляем A  

.0
243

8614324254

81

287

9

16

243

425

243

4

3

1

3

1
1

3

2
2

9

41

2

1

3

1

2

1
1

2

1

12

)2(4

3

1

3

2
1

3

1

2
27

85

2

1

3

1

3

2

27

4

2

11

33

2
3
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Задача 4.4 

Для плоской рамы раскрыть статическую неопределимость, построить 

эпюры внутренних усилий и произвести деформационную проверку получен-

ного решения. 

Дано: q, a, EIx = const. 

Решение 

1. Определяем степень статической неопределимости балки 

n = 5 – 3 = 2. 

2. Выбираем основную систему и показываем эквивалентную систему 

(рис. 122, а). 

3. Записываем канонические уравнения метода сил 









.0

;0

2221212

2121111

XX

XX

P

P
 

4. Строим эпюры изгибающих моментов от заданной нагрузки (рис. 119, в), 

от силы 11 X  (рис. 119, г) и силы 12 X  (рис. 119, д) 

az  10 , 0
1
P

xM ; 

111 zM x  ; 

при 01 z   011 xM ; 

при az 1   aM x 11 ; 

021 xM . 

az 20 2  , 2

2
qamM x  ; 

aM x 112 ; 

2122 zM x  ; 

при 02 z   022 xM ; 

при az 22    aM x 222  . 

5. По способу Верещагина вычисляем коэффициенты при неизвестных и 

свободные члены канонических уравнений 
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x

xM
ik

EI

M
cixk ; 

p ci
x

x
M

iP

x

M

EI


  ; 

 
xx EI

a
aaaaaa

EI 3

7
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11 3

11 
























 ; 
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a
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EI
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xx EI

a
aaa

EI 3

8
2

3

2
22

2

11 3

22 
























 ; 

  
xx

P
EI

qa
aaqa

EI

4
2

1

2
2

1
 ; 

 
xx

P
EI

qa
aaqa

EI

4
2

2

2
2

2

1
2

1

















 . 

6. Подставляя найденные значения ik и iP в канонические уравнения, 

решаем систему 2-х уравнений и находим величины неизвестных сил. Система 

канонических уравнений после умножения всех коэффициентов и свободных 

членов на величину  3aEI x  принимает вид 














.02
3

8
2

;022
3

7

21

21

qaXX

qaXX

 

Получаем qaX
5

3
1  ; qaX

10

3
2  . 

7. Показываем окончательный вид эквивалентной системы (рис. 119, е). 

8. Строим эпюры внутренних усилий (рис. 119, ж, з, и) 

az  10 , qaNz
10

3
1

 ; 

qaQy
5

3
1

 ; 

1
5

3
1

qazM x  ; 

при 01 z   0
1
xM ; 

при az 1   2

5

3
1

qaM x  . 

az 20 2  , qaN z
5

3
2
 ; 

qaQy
10

3
2

 ; 
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1

2 2
2 2 2

3 3 3 3 2 3

5 10 5 10 5 10
xM m qa a qa z qa qa a qa z qa qa z                ; 

при 02 z   2

5

2
2

qaM x  ; 

при az 22    2

5

1
2

qaM x  . 

9. Проводим деформационную проверку. В новой системе (рис. 119, к, л) 

1) 0A  

2) 0гор  A . 

Определяем реакции опор: 

– первое единичное состояние (рис. 119, к) 

 
Aмом

0 ; 0 mayB ; 
a

yB

1
 ; 

 
Bмом

0 ; 0 may A ; 
a

y A

1
 ; 

– второе единичное состояние (рис. 119, л) 

 
Bмом

0 ; 02  aPay A ; 2Ay ; 

  0y ; 0 AB yy ; 2B y ; 

 
Aмом

0 ; 02  axay BB ; 1Bx . 

Строим эпюры xM  (рис. 119, к) и xM  (рис. 119, л) 

az  10 , 1

1
1 z

a
M x  ; 

при 01 z   01 xM ; 

при az 1   11 xM ; 

121 zM x  ; 

при 01 z   01 xM ; 

при az 1  aM x 21   

az 20 2  , 12 xM ; 

212 zM x  ; 

при 02 z   02 xM ; 

при az 22    aM x 22  . 
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10. По способу Верещагина определяем перемещения 
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Задача 5.1 

Для вращающейся с постоянной угловой скоростью конструкции, выпол-

ненной из стального прутка диаметром d = 2 см, определить допустимую угло-

вую скорость . Влиянием поперечных и нормальных сил на прочность можно 

пренебречь. Материал конструкции – сталь 30ХГСА. Запас прочности принять 

nТ = 3. 

Дано: т = 1400 МПа; nт = 3; d = 2 см; а = 1 м. 

Решение 

1. На каждую единицу длины бруса массой 










1

g

A
 действует сила инер-

ции (рис. 120, а) 

z
g

A
qz

2


 , 

где z – расстояние от оси вращения. 

На участке AB – равномерно распределенная нагрузка 

a
g

A
qz

22,0 


 . 

На участках CB и KL – распределенная нагрузка qz, действующая верти-

кально и меняющаяся по линейному закону (1). 

Равнодействующая этой нагрузки 
0,20,2 0,2

2 2 2 2 2
и

0
0 0

0,02 0,1
2

aa a

z

A A A
P q dz z dz z a qa

g g g

  
          . 

Расчетная схема представлена на рис. 120, б. 

2. Находим реакции опор 

mom 0
A
 , и и0,2 0,1 0,2 0,4 0,6 0Eq a a P a R a P a         ; 

20,02 0,1 0,2 0,1 0,6
0,05

0,4
E

qa qa a qa a
R qa

a

    
  ; 

mom 0
Е
 , и и0,2 0,2 0,2 0,3 0,4 0DP a P a q a a R a          ; 

qa
a

qaaqaaqa
RD 25,0

4,0

06,02,01,02,01,0 2




 . 

Проверка 

  0y : и и0,2 0D ER q a P R P      ; 

005,02,025,0  qaqaqa ; 025,025,0  qaqa . 

3. Запишем выражения для изгибающих моментов на участках (рис. 120, б) 

az 2,00 1  , 
2

2
1

1

z
qM x  ; 

при 01 z   0
1
xM ; 
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при az 2,01    202,0
1

qaM x  ; 

az 2,00 2  , 
2

)2,0( 2

2

a
qM x  ; 

az 2,00 3  , 0
3
xM ; 

az 2,00 4  , 44
zPM ux  ; 

при 04 z   0
4
xM ; 

при az 2,04    202,0
4

qaM x  ; 

az 2,00 4  ,  5555 05,0)2,0(1,0Re)2,0(
5

zqazaqazzaPM ux  

5
2 05,002,0 zqaqa  ; 

при az 2,05    202,0
5

qaM x  ; 

при az 2,05   203,0
5

qaM x  ; 

az 2,00 6  , 66 25,0
6

qazzRM Dx  ; 

при 06 z   0
6
xM ; 

при az 2,06    205,0
6

qaM x  . 

4. Строим эпюру изгибающих моментов на сжатых волокнах (рис. 120, в). 

5. По эпюре Мх находим опасное сечение (рис. 120, б, в), в котором дей-

ствует максимальный изгибающий момент 
2

max 2 30,05 0,05 0,2x

A
M qa a

g

 
   . 

6. Условие прочности 
max

[ ]x

x

M

W
  , 

где 
63

33

1078,0см78,0
32

2

32







  
d

Wx  м
3
; 

т
2

т

1400 МН
[ ] 466,7 МПа

3 мn

  
     

 
. 

Итак, 
2 3

max 0,01 [ ]x x

A a
M W

g

 
     , 

т.е. 
c

1
121

110
4

2
108,701,0

81,91078,0467

01,0

][

34
2

2

6

3
 

Aa

gWx 
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Рис. 120 

Задача 5.2 

Подобрать диаметр круглого поперечного сечения конструкции из усло-

вия прочности. Массу упругой системы не учитывать. Материал конструкции – 

Ст. 3. Запас прочности nт = 3. 

Дано: q = 0,01 
м

МН
; а = 1 м; т = тс = 220 МПа; nТ = 3; 

h = 0,03 м; Е = 2  10
5
 МПа. 

Решение 

1. К упругой системе прикладываем в направлении удара статическую 

силу Р, равную весу падающего груза (рис. 121, б) и единичную силу 1P  

(рис. 121, в). 

2. Строим эпюры изгибающих моментов от заданной силы )( xMP и от 

единичной силы )(1 xM  P  . 

Находим реакции опор (рис. 121, б, в). 

  0y ; 0 PRB
B ; qaPRB

B  ; 1 PR
B
B . 

mom 0
B
 ; 0 PaaRA ; qaPRA  ; 1AR . 

0,02qa
2 

0,02qa
2 

0,02qa
2 

0,05qa
2 

0,02qa
2 

0,03qa
2 

Mx 
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mom 0
A
 ; 02  aPaRaR Г

B
B
B ; 

qaqaqaRPR B
B

Г
B  22 ; 1Г

ВR . 

Составим выражения для изгибающих моментов на участках (рис. 121, б, в) 

az  10 ; qaPzM x  11
; 11 1; zMz x  ; 

az  20 ; 2

2
qaaRM Ax  ; aaRM Ax 2 ; 

az  30 ; 333
qazzRM Ax  ; 33 zM x  . 

Строим на сжатых волокнах эпюры Mx (рис. 121, г) и M  (рис. 121, д). 

3. Определим линейное перемещение ст  сечения, в котором происходит 

удар, от статической силы Р (рис. 121, б). По способу Верещагина перемножаем 

эпюры Mx (рис. 121, г) и M  (рис. 121, д) 

  43
2 2 2

ст

1

1 1 2 1 2 5
( )

2 3 2 3 3

cx
xM

x x x

M qa
qa a a qa a a qa a a

EI EI EI

      
          

    
 . 

4. Вычисляем коэффициент динамичности 

д 4
ст ст

2 2 6
1 1

5

xh h h EI
K

qa


     

 
. 

5. По эпюре xM  (рис. 121, г) находим наибольшее значение изгибающего 

момента 
max 2
xM Pa qa  . 

6. Вычислим максимальное статическое напряжение 
max 2

max
ст

x

x x

M qa

W W
   . 

7. Запишем условие прочности с учетом ударной нагрузки 
2

max max
д д ст д [ ]

x

qa
k k

W
       , 

где   т
2

т

220
73,3  

3

МН
МПа

n м

  
     

 
. 

Итак, ][

32

64

5

6

5

6
2

3

4

4

422

4











 










 





d

d

qa

ahEq

W

qa

qa

EIh

x

x , 

26,0
)3,73(14,3

01,010203,0

5

96

][5

96
2

5

2










hEq
d  м. 

Принимаем 260d  мм. 
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Рис. 121 

Задача 5.3 

Для стержня заданного поперечного сечения определить величину крити-

ческой и допустимой силы и найти коэффициент запаса на устойчивость. Мате-

риал – Ст. 3. 

Дано: т = 220 МПа; nт = 1,5;а = 1 м; уголок 160  160  10; 

774(  yx II  см
4
; 4,31yA  см

2
; 1229

0
xI  см

4
; 319

0
yI  см

4
; 3,40 z  см. 

Решение 

1. Вычисляем площадь сечения 

А = 2 Ау = 2  3,14 = 62,8 см
4
. 

Mх 

в 

RA = qa
 

Mх 

P = 1 

z1 

а
 

а б 
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z 3
 

z 3
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RB
Г
 = qa
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В
 = qa

 

P = qa
 

h
 

A 

B 
RB

Г
 = 1 
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В
 = 1 

а 

а а 

 
qa
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2. Находим минимальный момент инерции сечения. Так как сечение име-

ет две оси симметрии, то эти оси U и V – главные и центральные (122, б) 

2458122922
0

 xU II  см
4
, 

    2960]14,323,4319[2]2[2
22

00
 yyV AzII  см

4
 > IU, 

т.е. 2458min  UII  см
4
. 

3. Вычисляем минимальный радиус инерции сечения 

26,6
8,62

2458min
min 

A

I
i  см. 

4. Находим гибкость стержня (рис. 122, а) 

9,111
26,6

100107,0

min








i

l
, 

где  = 0,7 – коэффициент приведения длины. 

5. Определяем  величину  критической  силы,  так как  > пред (для Ст. 3 

пред = 100), используем формулу Эйлера 

   

2 2 5 8
min

к 2 2

2 10 245810
0,99

0,7 10

ЕI
Р

l

    
  

 
 МН. 

6. Находим величину допустимой нагрузки 

[P] =  []c A, 

где []c – допускаемое напряжение на сжатие;  – коэффициент снижения до-

пускаемого напряжения []c. 

Из таблицы (материал – Ст. 3): 

для  = 110, 

для  = 120, 

110 = 0,52, 

120 = 0,45. 

Интерполируя, получим 

507,09,1
10

45,052,0
52,0 


 , 

тогда [P] = 0,57  146,7  62,8  10
-4

 = 0,47 МН. 

7. Вычисляем коэффициент запаса на устойчивость 

 
к

y

0,99
2,1

0,47

P
n

Р
   . 
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Рис. 122 
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ 

Контроль знаний осуществляется по следующим разделам: 

1. Вопросы для самоконтроля усвоения теоретического материала. 

2. Выполнение студентом домашних контрольных работ. 

3. Вопросы для самоконтроля усвоения материала лабораторных работ. 

4. Сдача зачёта по лабораторным работам. 

5. Сдача экзаменов: 

по I части курса; 

по II части курса. 

ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЯ УСВОЕНИЯ 

ТЕОРЕТИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА 

I ЧАСТЬ 

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ПОЛОЖЕНИЯ 

1. Что называют деформацией? Какие виды деформаций Вы знаете? 

2. Какие деформации называют линейными и угловыми? 

3. Дайте понятие деформированного состояния в точке тела. 

4. Что называют напряжением в точке? Виды напряжений. 

5. Сформулируйте закон парности касательных напряжений. 

6. Дайте понятие напряженного состояния в точке тела. 

7. Назовите и покажите виды простейших напряженных состояний. Каковы за-

висимости между напряжениями и деформациями при простейших напря-

женных состояниях? 

8. Что называют коэффициентом Пуассона? В каких пределах он может изме-

няться? 

9. Назовите упругие константы материала. Какова зависимость между ними? 

10. Дайте понятие ВСФ. Как они обозначаются? 

11. Напишите зависимости между ВСФ в сечении, напряжениями и внешними 

нагрузками, приложенными к рассматриваемой части бруса. 

12. Дайте понятие ВСФ. Какие деформации вызывает в брусе каждое из шести 

ВСФ? 

13. Что называется «методом сечений»? Поясните на примере консольной бал-

ки. 

14. Что называется эпюрами ВСФ? Для чего их строят? 

15. Объясните правила знаков Nz и Qy. 

16. Объясните правила знаков Mz и Mx. Как определить знак Mx в рамах? 

17. Что мы называем прочностью бруса? 

18. Дайте определение науки «Сопротивление материалов». Что называют бру-

сом (стержнем)? 

19. Какое сечение называют опасным сечением бруса? Какая точка бруса назы-

вается опасной? 
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20. Напишите дифференциальные зависимости при изгибе между q, Qy и Mx. 

Какие правила из них следуют для построения эпюры Qy? 

21. Напишите дифференциальные зависимости при изгибе между q, Qy и Mx. 

Какие правила из них следуют для построения эпюры Mx? 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ И РАСЧEТЫ НА ПРОЧНОСТЬ 

ПРИ ПРОСТЕЙШИХ ДЕФОРМАЦИЯХ 

1. Перечислите этапы решения задачи определения напряжений в сечении по 

известным ВСФ (три стороны задачи). 

2. Сформулируйте гипотезу плоских сечений Я. Бернулли. 

3. В чём заключается геометрическая сторона задачи определения напряжений 

по известной Nz и что из неё следует? 

4. Какие напряжения возникают от Nz, по какой формуле они подсчитываются и 

как распределяются по сечению? 

5. В чём заключается геометрическая сторона задачи определения напряжений 

по известному Mx и что из неё следует? 

6. Какие напряжения возникают от Mx, по какой формуле они подсчитываются 

и как распределяются по сечению? 

7. В чём заключается отличие «чистого» изгиба от поперечного? 

8. Какие напряжения возникают в сечении бруса при поперечном изгибе, как 

они подсчитываются и как распределяются по сечению? 

9. Сравните величину максимальных нормальных напряжений с величиной 

максимальных касательных напряжений при поперечном изгибе консольной 

балки прямоугольного сечения (b  h) длиной l. 

10. В чем заключается геометрическая сторона задачи определения напряжений 

по известному Mz и что из нее следует? 

11. Какие напряжения возникают от Mz, по какой формуле они подсчитываются 

для брусьев круглого сечения и как распределяются по круглому и кольце-

вым сечениям? 

12. Какой вид имеет эпюра касательных напряжений при кручении бруса пря-

моугольного сечения (b  h)? В каких точках сечения возникают максималь-

ные касательные напряжения и как они подсчитываются? 

13. Покажите эпюры напряжений при растяжении, кручении и чистом изгибе 

бруса. Где расположены опасные точки и каково напряженное состояние в 

этих точках? 

14. Покажите вид диаграмм напряжений для малоуглеродистой стали и цветно-

го металла. Покажите и дайте определение характерных точек диаграмм 

напряжений. 

15. Какие напряжения называют предельными? Назовите предельные напряже-

ния для пластичных и хрупких материалов. 

16. Покажите диаграмму напряжений для хрупкого материала. Каковы её осо-

бенности? Дайте определение предела пропорциональности материала. 
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17. Дайте определение предела упругости материала. Назовите основные харак-

теристики пластичности материала. Что они обозначают? 

18. Назовите основные характеристики прочности материала. Что называют 

физическим и условным пределом текучести? 

19. Что называют деформацией? Понятие упругой и пластической деформации. 

До каких напряжений в материале возникают только упругие деформации? 

20. В чём заключается явление «наклёпа» материала? 

21. Какие виды деформаций бруса называют простейшими? 

22. Как записывают условия прочности при простейших напряжённых состоя-

ниях? 

23. Как определяют допустимые нормальные и допустимые касательные 

напряжения для пластичных и хрупких материалов? 

24. Как записывают в развёрнутом виде условия прочности при растяжении 

(сжатии), кручении или изгибе бруса? 

25. Дайте понятие рациональной формы сечения бруса при его изгибе. Какова 

рациональная форма сечения при изгибе из хрупкого материала? 

26. Дайте понятие рациональной формы сечения бруса при его кручении, при 

растяжении (сжатии). 

ОСНОВЫ ТЕОРИИ НАПРЯЖЕННОГО 

И ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЙ 

1. Покажите общий вид напряженного состояния частицы материала, вырезан-

ной произвольными площадками. Какие площадки напряжения называются 

главными? Как обозначают главные напряжения? 

2. Покажите все виды напряженных состояний частицы материала, вырезанной 

главными площадками. Назовите эти виды напряженных состояний. 

3. Почему в теории сопротивления материалов (в брусьях) отсутствуют напря-

жения х и у? 

4. Покажите общий вид ПНС. По каким формулам находят положение главных 

площадок и вычисляют главные напряжения при ПНС? 

5. Правила знаков нормальных и касательных напряжений. Правила знаков угла 

0, определяющего направление главных напряжений. 

6. Напишите формулу для октаэдрических касательных напряжений при ОНС. 

Какие площадки называются октаэдрическими? 

7. Напишите формулу для максимальных касательных напряжений при ОНС. В 

каких площадках они действуют и как направлены? 

8. Что называют тензором напряжений и тензором деформаций? Почему каса-

тельному напряжению соответствует 1 / 2 угловой деформации? 

9. Напишите формулы для определения главных напряжений и главных дефор-

маций при ПНС. Что можно сказать об этих величинах для изотропных и 

анизотропных материалов? 

10. В чем заключается принцип независимости действия сил? Где мы его ис-

пользовали в теории сопротивления материалов? 
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11. Напишите зависимости между напряжениями и деформациями при ОНС и 

ПНС (обобщенный закон Р. Гука). 

РАСЧЕТЫ НА ПРОЧНОСТЬ В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ 

1. В чем заключается экспериментальный путь составления условия прочности 

при ЛНС, и почему он не применим для ОНС и ПНС? 

2. В чем заключается идея составления условия прочности для ОНС и ПНС и 

как оно записывается? 

3. Какое напряжение называется эквивалентным? Какие напряженные состоя-

ния называются равноопасными? 

4. Что называется коэффициентом запаса прочности в общем случае напряжен-

ного состояния? 

5. В чем заключается гипотеза пластичности по теории максимальных каса-

тельных напряжений? Как записывается условие прочности, полученное на 

основе этой гипотезы? 

6. В чем заключается гипотеза пластичности по теории октаэдрических каса-

тельных напряжений? Как записываются условия прочности, полученные на 

основе этой гипотезы? 

7. На чем основана обобщенная теория прочности О. Мора? Как записывается 

условие прочности по теории О. Мора? 

8. Для каких материалов применяют теории прочности по максимальным каса-

тельным напряжениям, по октаэдрическим касательным напряжениям и тео-

рию прочности О. Мора? В чем их недостатки и преимущества? 

9. Какие напряжения возникают от каждого из шести ВСФ? Как определяют 

нормальные и касательные напряжения в случае совместного действия всех 

шести ВСФ? 

10. В чем заключается общий порядок расчетов на прочность? 

ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ПЛОСКИХ СЕЧЕНИЙ 

1. Какие геометрические характеристики сечений Вы знаете? Дайте их опреде-

ление. 

2. По каким формулам определяют координаты центра тяжести сложного сече-

ния? 

3. Покажите ГЦО для прямоугольного (b  h) сечения и напишите выражения 

для осевых моментов инерции и осевых моментов сопротивления этого се-

чения относительно ГЦО. 

4. Напишите выражения для осевых и полярного моментов инерции круглого 

сечения относительно ГЦО. 

5.  Напишите выражения для осевых и полярного моментов сопротивления 

круглого сечения относительно ГЦО. 

6. Напишите выражения для осевых и полярного моментов инерции кольцевого 

( = d / D) сечения относительно ГЦО. 
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7. Напишите выражения для осевых и полярного моментов сопротивления 

кольцевого ( = d / D) сечения относительно ГЦО. 

8. Какие оси называются центральными осями? Напишите формулы для осевых 

и центробежного моментов инерции относительно осей X1, Y1, параллельных 

центральным осям сечения X, Y и отстоящих от них на расстоянии а и b со-

ответственно. 

9. Дайте определение главных осей, главных центральных осей и главных мо-

ментов инерции сечения. 

10. Объясните как (и почему) проходят ГЦО для сечений, имеющих одну или 

две оси симметрии. 

11. Покажите положение ГЦО для сечения в виде равнобокого уголка. 

II ЧАСТЬ 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 

1. Как выражается работа внешних статически приложенных сил через величи-

ны этих сил и соответствующих перемещений? 

2. Как выражается работа внешних статически приложенных сил через внут-

ренние усилия, возникающие в поперечных сечениях стержней системы? 

3. Как формулируется теорема о взаимности работ? 

4. Как формулируется теорема о взаимности перемещений? 

5. Что такое грузовое и единичное состояния системы? 

6. В каком порядке производится определение линейных и угловых перемеще-

ний по формуле Мора? 

7. Как определяются взаимные линейные перемещения каких-либо точек кон-

струкции? 

8. Как определяются взаимные угловые перемещения двух каких-либо сечений 

конструкции? 

9. Как производится перемножение эпюр по способу Верещагина? 

10. Как производится по способу Верещагина перемножение эпюр, ограничен-

ных ломаными линиями? 

СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ СИСТЕМЫ 

1. Какие системы называются статически неопределимыми? 

2. Что называется степенью статической неопределимости системы? 

3. Какая система называется кинематически неизменяемой? 

4. Чему равна степень статической неопределимости замкнутого контура? 

5. Что такое основная система? 

6. Что такое эквивалентная система?  

7. Как записывается система канонических уравнений? 

8. Что означают величины Xi, ik, ii, iP? 

9. Каков физический смысл произведений X1  11, X2  12и т.д.? 

10. Какую мысль выражает каждое из канонических уравнений? 
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11. В каком порядке производится расчет статически неопределимых систем? 

12. Перемножением каких эпюр определяются коэффициенты и грузовые чле-

ны систем канонических уравнений? 

13. Как определяются значения неизвестных Xi? 

14. Что следует понимать под рациональным выбором основной системы? 

15. Какие рамы (или конструкции) называются симметричными и какую основ-

ную систему целесообразно выбирать при  их расчете? 

16. Чему равно перемещение, определяемое умножением симметричной эпюры 

на кососимметричную? 

17. Какие неизвестные называются  симметричными и какие кососимметрич-

ными? 

18. Что происходит с системой канонических уравнений, если одна часть неиз-

вестных является симметричной, а другая – кососимметричной? 

19. Какие неизвестные возникают в сечении рамы (конструкции) по оси сим-

метрии при действии на нее симметричной нагрузки и какие – при действии 

на нее кососимметричной нагрузки? 

20. Как производится определение перемещений в статически неопределимых 

системах? 

21. Как производится деформационная проверка окончательной эпюры изгиба-

ющих моментов? 

РАСЧЕТ КОНСТРУКЦИЙ ПО ПРЕДЕЛЬНОМУ 

СОСТОЯНИЮ ЗА ПРЕДЕЛАМИ УПРУГОСТИ 

1. Что такое опасные допускаемые нагрузки? 

2. Что такое предельная и предельно допускаемая нагрузки? 

3. Почему при опасной нагрузке во многих случаях еще не происходит полное 

исчерпание несущей способности конструкции? 

4. Почему расчет конструкций по предельным нагрузкам является более эконо-

мичным, чем расчет по допускаемым напряжениям? 

5. Что представляет собой диаграмма Прандтля? 

6. Почему расчет статически определимых стержней на центральное растяже-

ние-сжатие по предельным нагрузкам и по допускаемым напряжениям  дают 

одинаковые результаты? 

7. Какой вид имеет эпюра касательных напряжений в поперечном сечении 

скручиваемого бруса круглого профиля при предельном значении крутящего 

момента? 

8. Какой вид имеет эпюра нормальных напряжений в поперечном сечении из-

гибаемого бруса при предельном значении изгибающего момента? 

9. Что такое пластический шарнир? 

10. Как определяется величина предельного изгибающего момента? 

11. Что такое пластический момент сопротивления при изгибе? Чему он равен 

для прямоугольного сечения? 

12. Как определяется величина предельного крутящего момента? 
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13. Что такое пластический момент сопротивления при кручении? Чему он ра-

вен для круглого сечения? 

УСТОЙЧИВОСТЬ 

1. В чем заключается явление потери устойчивости сжатого стержня? 

2. Что называется критической силой и критическим напряжением? 

3. Что такое коэффициент запаса устойчивости? 

4. При каких напряжениях была выведена формула Эйлера? 

5. Какое дифференциальное уравнение из теории изгиба лежит в основе вывода 

формулы Эйлера? 

6. Что называется гибкостью стержня? 

7. Какой вид имеет формула Эйлера, определяющая величину критической си-

лы? 

8. Как влияет жесткость ЕI поперечного сечения и длина l стержня на величину 

критической силы? 

9. Какой момент инерции сечения стержня входит в формулу Эйлера? 

10. Что такое коэффициент приведения длины и чему он равен при различных 

условиях закрепления концов сжатых стержней? 

11. Как устанавливается предел применимости формулы Эйлера? 

12. Что такое предельная гибкость? 

13. Какой вид имеет формула Ясинского для определения критических напря-

жений, при каких гибкостях она применяется для стержней из стали Ст. 3? 

14. Как определяется критическая сила по Ясинскому? 

15. Какой вид имеет полный график зависимости критических напряжений от 

гибкости для стальных стержней (на примере Ст. 3)? 

16. Какой вид имеет условие устойчивости сжатого стержня? 

17. Какая площадь поперечного сечения стержня подставляется в условие 

устойчивости? 

18. Что такое коэффициент , как определяется его значение? 

19. Как подбирается размер сечения стержня при расчете на устойчивость? 

20. Что такое продольно-поперечный изгиб? 

21. Как зависят прогибы при продольно-поперечном изгибе от величины сжи-

мающей силы и значения Эйлеровой силы? 

22. В чем разница в понятиях: Эйлерова сила и критическая сила, вычисляемая 

по формуле Эйлера? 

23. Как определяются наибольшие нормальные напряжения в поперечном сече-

нии балки при продольно-поперечном изгибе? 

24. Как производится расчет на прочность при продольно-поперечном изгибе? 

Почему этот расчет должен выполняться по допускаемым нагрузкам, а не по 

допускаемым напряжениям? 
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ДИНАМИЧЕСКИЕ НАГРУЗКИ. 

УЧЕТ СИЛ ИНЕРЦИИ 

1. Какие нагрузки называются статическими и какие динамическими? 

2. В чем заключается принцип Даламбера? 

3. Как определяется интенсивность инерционных центробежных сил, возника-

ющих при равномерном вращении прямолинейного стержня? 

УДАР 

1. Какое явление называется ударом и результатом чего оно является? 

2. Какая гипотеза лежит в основе теории удара, рассматриваемой в курсе со-

противления материалов? 

3. Что называется динамическим коэффициентом при ударе? 

4. Как определяются перемещения и напряжения при ударе? 

5. Применением каких конструктивных мероприятий можно уменьшить напря-

жения при ударном действии нагрузки? 

6. Зависят ли напряжения при ударе от модуля упругости материала системы, 

подвергающейся удару? 

РАСЧЕТ НА ПРОЧНОСТЬ ПРИ ЦИКЛИЧЕСКИ 

ИЗМЕНЯЮЩИХСЯ НАПРЯЖЕНИЯХ 

1. Как графически изображается изменение напряжений во времени? 

2. Что называется циклом напряжений? 

3. Перечислите параметры цикла напряжений. 

4. Что такое симметричный, асимметричный и отнулевой циклы напряжений? 

5. Какие циклы называются подобными? 

6. Что называется  усталостью? 

7. Что такое кривая выносливости и как ее получают? 

8. Что называется пределом выносливости? 

9. Что такое ограниченный предел выносливости и как его получают? 

10. Что такое базовое число циклов? 

11. Как строят диаграмму предельных амплитуд (напряжений) и какой вид она 

имеет? 

12. Как с помощью диаграммы предельных напряжений определить предел вы-

носливости? 

13. Как на диаграмме предельных амплитуд располагаются точки, соответству-

ющие подобным циклам? 

14. Чем ограничены на диаграмме предельных амплитуд (напряжений) точки, 

соответствующие подобным циклам? 

15. Чем ограничена на диаграмме предельных амплитуд область безопасных 

циклов для пластичного материала? 

16. Как строится схематизированная диаграмма предельных амплитуд? 
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17. Какое соотношение существует между пределами выносливости при сим-

метричном цикле для материала (нормального, лабораторного образца) и из-

готовленной из него детали? 

18. Перечислите факторы, влияющие на предел выносливости детали. 

19. Как влияют размеры детали на величину предела выносливости? Что пред-

ставляет собой статистический (масштабный) коэффициент и от чего он за-

висит? 

20. Что такое эффективный коэффициент концентрации напряжения и коэффи-

циент чувствительности? Как они связаны друг с другом и от каких факто-

ров зависят? 

21. Как влияет на величину предела выносливости характер обработки поверх-

ности детали? Что называется коэффициентом качества поверхности? 

22. Как влияют на предел выносливости технологические методы обработки 

поверхности детали? Перечислите эти методы. 

23. Что такое действительный коэффициент запаса материала стандартного об-

разца? 

24. Что такое действительный коэффициент запаса материала детали? 

25. Как учитываются при определении действительного коэффициента запаса 

материала детали факторы, влияющие на величину предела выносливости? 

26. Как определяется действительный коэффициент запаса прочности по отно-

шению к пределу текучести? 

27. Как определяется действительный коэффициент запаса прочности для  де-

тали, работающей на совместное действие изгиба и кручения? 

КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ДЛЯ ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ 

ПО КУРСУ СОПРОТИВЛЕНИЕ МАТЕРИАЛОВ 

Работа №1. Разрыв стального и чугунного образцов с определением 

основных механических характеристик 

1. Какой вид имеет диаграмма растяжения образца из малоуглеродистой стали? 

2. Какой вид имеет диаграмма растяжения образца из чугуна? 

3. Что такое машинная диаграмма? 

4. Что такое диаграмма условных напряжений? 

5. Что такое упругая стадия деформаций? 

6. Какие деформации называются упругими, остаточными? 

7. Что такое текучесть материала? 

8. Как определить долю упругих и остаточных деформаций при нагружении 

образца силой, превышающей Рпц? 

9. Что такое предел пропорциональности? 

10. Что такое предел текучести? 

11. Что такое предел прочности (временное сопротивление)? 

12. При какой нагрузке возникает на образце шейка? 

13. Какие материалы называют пластичными? 

14. Какие материалы называют хрупкими? 
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15. Какие механические характеристики материала определяют его способность 

пластически деформироваться? 

16. Как определить длину образца после испытания на растяжение? 

17. Что такое относительное остаточное удлинение при разрыве? 

18. Что такое относительное остаточное сужение? 

19. Назовите механические характеристики прочности. 

20. Назовите механические характеристики пластичности. 

21. Какие образцы по ГОСТу применяют при испытании на разрыв пластичных 

материалов? 

22. Как определить момент начала текучести пластичного материала? 

23. Как определить момент начала образования шейки пластичного материала? 

Работа №2. Испытание материалов на сжатие 

1. Как определить величину нормальных напряжений в поперечном сечении 

сжатого образца? 

2. Какие механические характеристики определяются  при испытании на сжа-

тие? 

3. Какие образцы испытывают на сжатие из пластичного материала? из хрупко-

го материала? из дерева? 

4. Как определить момент начала текучести пластичного материала? 

5. Какой вид имеет диаграмма сжатия пластичного материала? 

6. Какой вид имеет диаграмма сжатия хрупкого материала (чугуна)? 

7. Какой вид имеют диаграммы сжатия для деревянных образцов? 

8. Каков характер разрушения хрупких материалов? От чего он зависит? 

9. Как определяют предельную нагрузку при сжатии древесины поперек воло-

кон? 

10. Каковы причины образования бочкообразности при испытании на сжатие 

образцов из пластичных и хрупких материалов? 

11. Каково различие между диаграммами сжатия древесины вдоль и поперек 

волокон? 

Работа №5. Определение твердости стали 

1. Что такое твердость? 

2. Как определяется твердость? 

3. Как производятся испытания на твердость по Бринеллю? 

4. Что такое число твердости по Бринеллю и какова его размерность? 

5. Чем и как измеряется диаметр отпечатка? 

6. Какова связь между диаметром отпечатка и числом твердости по Бринеллю? 

7. Каковы диаметр шарика и величина нагрузки при испытании на твердость по 

Бринеллю? 

8. Как производятся испытания на твердость по Роквеллу? 

9. Что такое твердость по Роквеллу? 

10. Каков диаметр шарика при испытании на твердость по Роквеллу? Каковы 

нагрузки? 
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11. Как определить предел прочности материала, если известна его твердость 

по Бринеллю (по Роквеллу)? 

12. В чем преимущество определения предела прочности материала по его 

твердости перед непосредственным определением предела прочности при 

растяжении? 

Работа №6. Испытание на растяжение материала с определением 

модуля упругости и коэффициента Пуассона? 

1. Сформулируйте закон Гука для линейных деформаций. 

2. Что такое модуль упругости? Какие свойства материала он характеризует? 

Какова его размерность? 

3. Чем выражается модуль продольной упругости на диаграмме растяжения? 

4. Как экспериментально определяется модуль продольной упругости материа-

ла? 

5. Что такое коэффициент Пуассона? Какую размерность он имеет? 

6. Какова цена деления тензостанции? 

Работа №7. Испытание стали на излом на маятниковом копре 

1. Что такое ударная вязкость материала? 

2. Почему ударная вязкость характеризуется работой, затрачиваемой на разру-

шение материала? 

3. Почему нас интересует ударная вязкость материала? 

4. Какие образцы применяют при испытаниях на ударную вязкость? 

5. Для чего на образце делают надрез? 

6. Как производится определение ударной вязкости? 

Работа №8. Определение модуля сдвига при кручении 

1. Что такое деформация сдвига? 

2. Что такое угол сдвига? 

3. Сформулируйте закон Гука при сдвиге. 

4. Что такое модуль сдвига? Какова его размерность? 

5. Как определяется угол сдвига при испытаниях на кручении? 

6. Как определить угол поворота сечения скручиваемого бруса? 

7. Какая связь существует между упругими постоянными материала? 

8. Расскажите принцип работы индикатора. Что он замеряет? 

9. Определяется ли непосредственно из опыта величина модуля сдвига  или же 

вычисляется на основании каких то опытных данных? 

10. Перечислите упругие постоянные (физические константы) материала. 
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ГЛОССАРИЙ 

А – площадь поперечного сечения 

Sx, Sy – статические моменты инерции сечения 

Ix, Iy – осевые моменты инерции сечения 

Ip – полярный момент инерции сечения 

Iк – момент инерции кручения сечения 

Ixy – центробежный момент инерции сечения 

Wx, Wy – осевые моменты сопротивления сечения 

Wp – полярный момент сопротивления сечения 

Wк – момент сопротивления кручения сечения 

z, y, х – относительные линейные деформации 

 – угол сдвига (относительный сдвиг) 

p – полное напряжение в точке 

z, у, х – нормальные напряжения 

zx, xy, yz – касательные напряжения 

 – коэффициент Пуассона 

Е – продольный модуль упругости 

G – модуль сдвига 

Nz – продольная (нормальная) сила 

Qy, Qx – поперечные силы 

Mx, My – изгибающие моменты 

Mz – крутящий момент 

P – сосредоточенная сила 

m – сосредоточенный момент 
q – интенсивность распределенной нагрузки 

mz – интенсивность распределенного момента 

 – радиус кривизны нейтрального слоя 

т – предел текучести 

в – временное сопротивление (предел прочности) 

n – коэффициент запаса 

[] – допускаемое нормальное напряжение 

[] – допускаемое касательное напряжение 

1, 2, 3 – главные напряжения 

1, 2, 3 – главные деформации 

экв – эквивалентное напряжение 

 – перемещение 

 – единичное перемещение 

m P,  – единичные нагрузки 

 – площадь эпюры ВСФ 

yxzz M M M N ,,,  – внутренние усилия от единичных нагрузок 

Рк – критическая сила 



 161 

[P] – допускаемая сила 

imin – радиус инерции сечения 

 – гибкость стержня 

 – коэффициент снижения основного допускаемого напряжения 

 – коэффициент приведенной длины сжатого стержня 

аn – нормальное ускорение  

 – угловая скорость 

V – скорость движения груза 

Kд – динамический коэффициент 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 1 

Двутавры стальные горячекатанные (ГОСТ 8239–89) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

Швеллеры стальные горячекатанные (ГОСТ 8240–89) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

Уголки стальные горячекатанные равнополочные (ГОСТ 8509–86) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

Уголки стальные горячекатанные неравнополочные (ГОСТ 8510–86) 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 5 

Коэффициент уменьшения основного допускаемого напряжения []  

для сжатых стержней 
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