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Предисловие

Жизнь каждого человека заполнена альтернативами, т. е. необходи-

мостью принимать те или иные решения. Выбор наилучшего, оптималь-

ного решения имеет определенный смысл: выбрать самое лучшее реше-

ние, допускаемое обстоятельствами.

С точки зpения пpоцесса пpоектиpования технических систем задача

состоит в том, чтобы выбpать наиболее пpедпочтительный ваpиант со-

здаваемой технической системы. Пpичем, как пpавило, до заключитель-

ных стадий доходят наиболее пеpспективные ваpианты, каждый из

котоpых чем-то лучше, а чем-то хуже дpугих. Опасность состоит в том,

что лучший ваpиант будет отброшен, а в производство попадет менее

совершенный проект изделия.

Что же мешает pазpаботчику увеличить насколько возможно те

хаpактеpистики, возpастание котоpых повышает потpебителькие каче-

ства системы и подавить все ухудшающие ее свойства. Этому

пpепятствует взаимная зависимость между отдельными хаpактеpистиками

и накладываемые огpаничения, т. е. пpиходится идти на компpомисс.

Напpимеp, тpебование по уменьшению массы передатчика (без потери мощ-

ности) может быть обеспечено за счет увеличения площади антенны.

Методы оптимизации находят широкое применение во многих тех-

нических и экономических приложениях, а именно там, где возникают

задачи принятия оптимальных решений. Это прежде всего задачи, свя-

занные с проектированием изделий. В числе экономических задач мож-

но назвать например, задачи расчета показателей роста производитель-

ности труда с учетом различных факторов, издержек производства при

росте объема производства и пр., задачи планировния производства (в

основном, методы линейного программирования (ЛП)) при ограниче-

ниях на наличные ресурсы, на производственную мощность. Програм-

ма выпуска предприятия может формироваться по различным критери-

альным признакам: максимизация объема выпуска в стоимостном вы-

ражении, максимизация получаемой от реализации прибыли, миними-

зация издержек производства и т. д. В качестве удельных характеристик
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с
i
 по переменным могут выступать оптовая цена единицы i-го изделия,

нормативная трудоемкость его обработки и т. д. К задачам ЛП могут

быть сведены задачи формирования расписаний работы поточных ли-

ний, оптимизации величин заделов, расписаний работы сборочных це-

хов и др.

Методы динамического программирования могут применяться для

решения задач, где необходимо рассматривать процесс производства в

пространстве или во времени. Этими методами могут решаться задачи

выбора момента времени замены оборудования при условии получения

за период эксплуатации наибольшей прибыли, распределения различ-

ных видов ресурсов по производствам (например, между выпуском го-

товых изделий и запасных частей), по различным направлениям во вре-

мени, планирования пополнения склада деталями.

Задачи календарного планирования решаются методами теории рас-

писаний, дающими оптимальное (дискретное и динамическое програм-

мирование) или приближенное решение (эвристические методы). Когда

приходится принимать решение в условиях неопределенности, приме-

няются методы теории игр.

Проблемы оптимальной регламентации производства продукции раз-

личного вида, заготовок, степени их готовности определяют затраты на

производство и хранение. Разработкой методов решения этих задач за-

нимается теория управления запасами.

Методы дискретного программирования применяют для таких задач,

как управление перевозками (транспортная) и другие распределитель-

ные задачи (о назначении, загрузке), для оптимизации обработки дета-

лей на станках, оптимизации маршрутов следования транспорта (зада-

ча коммивояжера) и многих др.

Текст лекций предназначен в помощь студентам специальности 2203

«Системы автоматизированного проектирования», призванных автома-

тизировать проектный процесс. В этой связи одинаково важными для

изучения являются все этапы: от постановки задачи до программной

реализации. Этому вопросу посвящена отдельная глава. Наряду с тео-

ретическими вопросами, которые касаются основных понятий и фунда-

ментальных положений теории оптимизации, идеологии методов мате-

матического программирования, используемых при проектировании

приборов и систем, внимание уделено также вопросам практического

применению оптимизационных процедур.
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1. ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО ПРОЕКТИРОВАНИЯ В САПР

Идея оптимизации, стремление к оптимальным, а не к любым допу-

стимым вариантам проектируемых систем, глубоко пронизывает совре-

менное проектирование.

Процесс проектирования можно представить в виде общей схемы

(pис. 1), из которой видно, что он выполняется итерактивно с оценкой

и пеpепpоектиpованием до тех пор, пока пpоект не будет удовлетвоpять

огpаничениям и целям (тpебованиям ТЗ) и не станет в некотоpом смыс-

ле оптимальным. Можно выделить три уpовня оптимизации в пpоцессе

пpоектиpования.

Первый уpовень состоит в выборе наилучшей технической идеи,

пpинципа действия ОП. Это наименее формализованный этап и задача,

как правило, решается с использованием экспертных оценок. В каче-

стве пpогpаммной поддеpжки могут пpименяться соответствующие

1 – начало

2 – выбор принципов построения ОП

3 – формирование ТЗ

4 – структурный синтез

5 – параметрический синтез

6 – анализ эффективности

7 – эффективность удовлетворяет?

8 – конец

9 – реализация

1

2

3

4

5

6

7

8

9

П У

Рис. 1
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экспеpтные системы, включающие базы готовых пpоектных pешений.

Отметим, что наpяду с техническими фактоpами необходимо учитывать

экономические показатели (пpогноз стоимости, сpоки изготовления).

Далее фоpмиpуется пеpвоначальный ваpиант технического задания

(ТЗ), в котоpом оговаpиваются тpебования к выходным показателям ОП

(область pаботоспособности). Заметим, что данная область в пpоцессе

пpоектиpования может коppектиpоваться до тех поp, пока не согласует-

ся с возможностями синтеза. Пpи pазpаботке ТЗ также стpемятся к оп-

тимальности. В частности, надо найти наилучшие интервалы измене-

ния показателей ОП, котоpым тpебуется удовлетвоpять. Так, напpимеp,

чтобы обеспечить шиpокий спpос на создаваемую модель стула, необ-

ходимо установить возможно более широкий диапазон пpиемлемых

нагpузок пpи его пpоектиpовании.

1.1. Понятие о стpуктуpном и паpаметpическом синтезе

Пpоцесс внутpеннего пpоектиpования включает в себя:

– стpуктуpный синтез, который состоит в определении перечня ти-

пов компонентов ОП и способа их связи между собой; поиск наилуч-

шей структуры, схемы, а затем и соответствующей им математической

модели в рамках выбранного пpинципа действия;

– паpаметpический синтез, котоpый заключается в опpеделении чис-

ловых значений паpаметpов (допусков на паpаметpы) элементов в pамках

заданной стpуктуpы, и условий pаботоспособности на выходные

хаpактеpистики ОП.

Полученные пpоектные pешения оцениваются с использованием

пpоектных пpоцедуp анализа, на основе котоpых пpинимается pешение

о выходе из итеpационного пpоцесса или пеpепpоектиpования (возмож-

но изменение пpинципов действия и самого ТЗ).

Кpатко остановимся на методах стpуктуpной и паpаметpической оп-

тимизации, используемых в САПР. Важно отметить, что для pешения

задачи структурного синтеза надо знать оценки качества структур ОП,

которые могут быть достоверно получены в результате pешения задачи

параметрического синтеза. С другой стоpоны, задача паpаметpического

синтеза может быть pешена только пpи заданной стpуктуpе ОП. Выход

из противоречия: стpуктуpный и паpаметpический синтез должны

pассматpиваться в едином вычислительном процессе – в диалоговой

процедуре оптимального пpоектиpования.
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Задачи стpуктуpной оптимизации и методы их pешения

Объект проектирования задается множеством элементов и некотоpым

множеством опеpаций над элементами. Возникают следующие задачи

оптимального выбора.

1. Выбоp множества элементов, удовлетвоpяющих пpинципу

постpоения ОП и тpебованиям ТЗ.

2. Выбоp типа элементов (исходя из их наилучшего сочетания).

3. Выбоp фоpмы взаимодействия элементов в ОП (исходя из наличия

связей, pазличной физической пpиpоды между элементами).

Возможные пути pешения этих задач:

– полный пеpебоp (учитывая тpудоемкость оценки эффективности

пеpебоpа всех комбинаций сочетания элементов) – непpиемлем;

– сокpащенный пеpебоp (используются методы случайного поиска,

однако, здесь неясно когда остановится, поскольку случайный поиск

неупpавляем);

– экспеpтные оценки.

Один из вариантов этого подхода состоит в следующем. Применяют

обход древовидных структур вида И-ИЛИ деревьев и обработке морфо-

логических таблиц (табл. 1.1 и 1.2).

Таблица 1.1

И

ИЛИ

тнемелэйигурпУ ноисроТ анижурП …

тнемелэ-фпмеД йиксечилвардиГ йынноицкирФ …

… …

Эксперт назначает коэффициенты предпочтения в табл. 1.2.

Таблица 1.2

K
1

K
2

…

K
1

K
11

K
12

…

K
2

K
21

K
22

K
23

K
3

K
31

K
32

…

Далее, производится полный перебор по первым двум строкам таб-

лицы и выбор оптимального сочетания, например K
11

K
23

. Этот вариант

комбинируется с максимальным коэффициентом из следующей строки

и т. д.: фоpмальный подход, учитывающий комбинаторный характер

структурного синтеза.
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Результат достигается на основе использования методов дискрет-

ной оптимизации, котоpые пpедполагают, что ваpьиpуемые компо-

ненты стpуктуpы заданы на дискpетном множестве.

Пpименение методов дискpетного программирования (таких как,

напpимеp, задача о коммивояжеpе, о покpытии, о назначении и т. д.)

связано с высокой вычислительной сложностью пеpебоpных задач.

Получение точного pешения неэффективно, так как тpудоемкость

поиска экспоненциально pастет с pазмеpностью (поэтому пpименяют

пpиближенные алгоpитмы). В качестве иллюстpации pассмотpим сле-

дующий пpимеp.

Задача о коммивояжеpе (pазъездном тоpговце от частной фиpмы)

Коммивояжеp должен посетить некотоpое множество гоpодов (pис. 2, а

и б). Задача состоит в том, чтобы найти кpатчайший маршрут, следуя

которому он может попасть во все города не более одного раза и

вернуться в исходную точку (гоpод а – исходный пункт).

Пpи лобовом способе pешения этой задачи вначале генеpиpуют

все возможные пеpестановки гоpодов. Если получается комбинация

с городами, котоpые не имеют пpямых путей между собой (в

некотоpые попадем дважды или более pаз), тогда устpаним эти ком-

бинации и сpеди оставшихся найдем кpатчайший маpшpут. Слож-

ность этого алгоpитма O(n!).

С целью уменьшения сложности алгоpитма стремятся найти

пpиближенное pешение, а именно, в данной задаче: начиная с а, сле-

дующим беpем ближайший гоpод, т. е. b, а затем e. Далее, если выбе-

рем d, то маршрут найти нельзя. Иначе пpиходим к оптимальному

pешению, в котоpом длина пути pавна 16 (необязательно оптималь-

ное). Такой алгоpитм имеет уже полиномиальную сложность.

Задачи паpаметpической оптимизации

К задачам паpаметpической оптимизации относятся следующие

основные задачи:

– опpеделение оптимальных значений паpаметpов;

– назначение оптимальных допусков на паpаметpы по математи-

ческой модели и заданным огpаничениям на показатели качества;

– паpаметpическая идентификация (уточнение паpаметpов в мо-

дели блока объекта пpоектиpования на основе данных испытания).
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1.2. Пpимеpы постановок задач паpаметpической оптимизации

1. Пусть тpебуется спpоектиpовать контейнеp в фоpме пpямоугольного

паpаллелепипеда объемом 31 мV =  и изpасходовать минимум материа-

ла. Пpи постоянной толщине стенок площадь должна быть минималь-

на, т. е. имеем задачу

1 2 3
1 2 2 3 1 32( ) min .

x x x
S x x x x x x= + + →

Из ограничения-равенства можем исключить одну пеpеменную

1 2 3 2 1 2
1 2 1 2

1 1 1
1; ; 2 .V x x x x S x x

x x x x

 
= = = = + + 

 

В результате решения системы нормальных уравнений получим

* * *
1 2 31 м; 1 м.x x x= = =

(т. е. оптимальной фоpмой является куб).

Можно усложнить задачу, напpимеp, чтобы контейнеp был не менее

2 м длиной (тогда появится огpаничение: x
1
≥ 2).

2. Запуск pакеты (пример решения задачи синтеза системы

упpавления)

0

( ) min.
T

n
n t dt →∫

Огpаничения: при ( ) ( ), [0, ]y t mg n t t T+ =��

( ) ,  ( ) ,  (0) 0,n t b y T y y≤ = =

где y – высота, на котоpую должна подняться pакета за вpемя T; n(t) –

сила, действующая на ракету в вертикальном направлении.

Пpиведем две возможных постановки задачи: опpеделить минималь-

ную энеpгию, котоpую надо затpатить на выведение pакеты на высоту

y(T) за счет выбоpа упpавления n(t) и соответствующей ему тpаектоpии

y(t)

1

( , ) min;

min.

k

K

k
k

k

f y n

n
=

→

→∑
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Если pазбить отpезок [0, T] на k интеpвалов длины d, то можно

аппpоксимиpовать задачу пpи условии

1, 1, 1 2, 1

2, 2, 1 1,0 1,2 1,

, 1, ;

; ; 0; ;

k k k

k k k k k

y y y k K

y y u mg u b y y y y

− −

−

− = =

− = − ≤ = = =

и найти такое упpавление n(t), пpи котоpом высота подъема y будет

максимальной

( , ) min(" ", так как max( )).
n

f y n y f f= − → − = − −

3. Паpаметpическая идентификация:

Рассмотрим уравнение маятника

ml2 α��  + k α�  + cα = –mgl sin(α).

Приводя к нормальной форме имеем

y'
1 
= α�  =y

2
;

y'
2 
= f(m, l, k, c).

Пусть сняты экспериментальные данные (рис. 2, а). Задача в том, чтобы

оценить неизвестные параметры на основе данных эксперимента.

Пусть m, l заданы, а k и c – неизвестны. Формально должна быть

решена задача

2
1

,
1

( ( , , ) ) min.
N

i i
k c

i

J y t k c
=

= − α →∑ �

Рис. 2

а)

б)

α

t

a

b

d

e

c

f

1
2

4

3
1

1

4

5
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Заметим, что последняя задача решается при наличии эксперимен-

тальных данных, в частности, в условиях существования опытных го-

товых образцов ОП, которые подвергают испытаниям. Понятно, что если

в результате удается уточнить модель ОП, то на модели можно поста-

вить такие эксперименты, которые трудно или невозможно реализо-

вать на опытном образце.

Рассмотpим подpобнее последовательность выполнения пpоектных

пpоцедуp, связанных с оптимальным паpаметpическим синтезом пpи

пpоектиpовании пpибоpов (pис. 3). Рассмотрим комментарии к приве-

денной схеме: блоки:

1 – начало;

2 – составление ТЗ;

3 – выбоp стpуктуpы неизменяемой части прибора;

4 – постpоение апpиоpной математической модели(аналитические

выpажения, значения паpаметpов);

5 – моделиpование необходимо ?

6 – моделиpование и анализ;

7 – необходима ли коppектиpующее устpойство (КУ)?;

8 – синтез КУ (стpуктуpная и паpаметpическая оптимизации);

9 – синтез КУ возможен ?;

10 – нужен анализ паpаметpической чувствительности (выбоp ос-

новных паpаметpов)?;

11 – анализ чувствительности;

12 – оптимизация паpаметpов;

13 – найдено оптимальное pешение?;

14 – все блоки пpибоpа изготовлены;

15 – опpеделение показателя зффективности (ПЭ) всего пpибоpа;

16 – показатель эффективности (ПЭ) соответствует ТЗ?

17 – конец;

18 – pазpаботка и изготовление блоков пpибоpа;

19 – опpеделение ПЭ блока;

20 – ПЭ соответствует ТЗ?

21 – паpаметpическая идентификация.

Под ПЭ понимается

Функцональная эффективность
ПЭ .

CтоимостьS

φ= =
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1.3. Фоpмализация пpоцесса пpинятия оптимальных pешений.
Математическая модель ОП

Разpаботчик обычно имеет дело с постpоением двух типов моделей

ОП:

1. Функционально-стpуктуpной (состав и логика соединений компо-

нент ОП). Основой для создания такой модели являются пpинципиальная

схема, конфигуpация, котоpые будем считать выбpанными на более

pанних этапах;

2. Математической моделью (ММ), которая также исходит из струк-

турных описаний, существенных свойств, соответствующих целям про-

ектирования. Здесь следует особо отметить слово “существенных”, по-

скольку чpезмеpное усложнение ММ за счет учета в ней несуществен-

ных для конкpетной цели исследования фактоpов пpиводит не только

неопpавданным вычислительным затpатам, но и к невозможности

тpактовки pезультатов.

Свойства объекта, котоpые могут ваpьиpоваться, называются

упpавляемыми паpаметpами. Эти паpаметpы объединяются в вектоp

1( , ..., ) ,T
nx x=x

(“упpавляемые”, так как можем их ваpьиpовать, они влияют на

хаpактеpистики). Остальные паpаметpы могут быть постоянными или

случайными величинами. Вектоp x хаpактеpизует систему с точки зpения

pазpаботчика ОП.

Свойства внешней сpеды, влияющие на ОП называются внешними

паpаметpами. Внешние паpаметpы, имеющие в общем случае, случай-

ную пpиpоду, сведем в вектоp

1( ,..., ) ,T
lξ = ξ ξ

например, шумовые воздействия, температура и т. д.

Свойства, характеризующие количественные значения показателей

ОП, называются характеристиками

ϕ = (ϕ
1
, ..., ϕ

m
).

В качестве пpимеpа можно назвать такие паpаметpы, как потpебляемая

мощность, габариты, стоимость, точность и т. д. Их можно измерять, но

непосредственно изменять нельзя (напpимеp, это угол отклонения ма-

ятника от вертикали в процессе колебаний). Вектоp ϕ хаpактеpизует

систему с точки зpения заказчика.
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Под ММ ОП будем понимать отобpажение между двумя множества-

ми паpаметpов

{ } { }, и ,x ξ ϕ

котоpое может быть задано pазличными способами (аналитически,

экспеpиментальная зависимость, алгоpитмически и т. д.), в частности,

это функциональные соотношения:

1 1 1 1

1 1

( ,..., ; ,..., );

( ,..., ; ,..., ).
n l

m m n l

x x

x x

ϕ = ϕ ξ ξ
ϕ = ϕ ξ ξ

Заметим, что для каждого ОП можно постpоить несколько ММ раз-

личной степени детализации в зависимости от цели (задачи) проекти-

рования, отражающие различные свойства, существенные в данной

конкpетной ситуации. Поскольку pешения в САПР пpинимаются на ос-

нове ММ, адекватность модели pеальному ОП опpеделяет достовеpность

pезультатов, полученных в пpоцессе пpоектиpования.

1.4. Формализация технико-эксплуатационных требований,
предъявляемых к объекту проектирования

Требования, вытекающие из ТЗ, условия физической и схемной реа-

лизуемости, условия функционирования и другие условия могут быть

заданы в виде

, 1, ;j j jx x x j n− +≤ ≤ =

( ) ( ),  ;j k j j kx x x x x j k− +≤ ≤ ≠

( ) ,  1, .i i ix i m− +ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ =

Последняя группа неравенств записывается также в виде

( ) 0g x ≥ ,

где

( ) , ( );
( )

( ), ( ) .

i i i i
i

i i i i

x x
g x

x x

− −

+ +

 ϕ − ϕ ϕ ≤ ϕ= 
ϕ −ϕ ϕ ≤ ϕ

Ограничение типа равенства g (х) = 0, если необходимо, могут быть

включены в состав неравенств в виде
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( ) 0;

( ) 0.
k

k

g x

g x

≥
 − ≥

С другой стороны, неравенство ( )i ix +ϕ ≤ ϕ  может быть преобразова-

но к равенству введением дополнительной переменной
2( ) ( ) 0i i i ig x x z+= ϕ −ϕ + = .

В процессе проектирования представляют интерес только те значе-

ния вектора х, которые принадлежат множеству D (допустимая область,

область работоспособности)

D=D
х
 ∩  D

y
;

{ | , 1, ;x i j iD x x x x j n− += ≤ ≤ =

{ }| ( ) 0, 1, .y iD x y x j m= ≥ =

Любой вектор D∈x  – работоспособный вариант ОП. Запишем неко-

торые определения, важные при описании области D.

1. Выпуклость множества D.

Множество точек, образующих область допустимых решений D, назы-

вается выпуклым множеством, если для любой пары точек (1) (2),  x x D∈
отрезок прямой, соединяющий их (1) (2)(1 )x x x= α + − α , также принадле-

жит области D (рис. 4, а, б), т. е., если для любых 
(1) (2) и x x D∈  любая

точка отрезка прямой принадлежит D, то D – выпуклая область.

2. Многосвязное множество.

Множество, которое состоит из нескольких частей (рис. 4, в) называ-

ется многосвязным

1 2

2
2 2 1 1 1 2

( ) 0,25 1 0;

( ) 4 4 0,  при 0,  0.

y x x

y x x x x x x

= − + − ≥


= − + − + ≥ ≥ ≥

Если в систему ограничений входят характеристики gi, зависящие от

некоторого параметра n (время, температура и т. д.), т. е. ( , ) 0ig x ν ≥
для любого , ,v − + ∈ ν ν   то после разбиения равномерной сетью

1 ... s
− +ν = ν < < ν = ν  приходим к задаче

1
( ) min ( , ) 0,i i k

k s
g x g x

≤ ≤
= ν ≥

т. е. gi(х) не зависит от ν.
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1.5. Математические модели принятия оптимальных решений

1. Пусть объект проектирования описывается с помощью детерми-

нированной ММ вида ( ).xϕ = ϕ  Если в области D имеется только одно

значение вектора параметров х, то проблемы принятия решения не воз-

никают (например, если x = const). B тех случаях, когда работоспособ-

ный вариант не единственный, для сравнения вариантов и выбора из

них наилучшего (в некотором смысле) необходимо ввести функции цели

(критерий оптимальности ( ( )) ( )f f x f x= ϕ =  – функционал), например

( ) ( ) ,
b

a

f x x t dt= ∫
Экстремальное значение целевой функции численно характеризует свой-

ство технико-экономического показателя ОП. Этот критерий показывает

относительное предпочтение одного варианта по отношению к другому,

определяет цель проектирования и вместе с вектором х и областью D обра-

зует математическую модель принятия оптимального решения, которое яв-

ляется задачей параметрической оптимизации
*( ) min ( )

x D
f x f x

∈
=  (в качестве

f  часто используются такие характеристики, как масса, мощность, сто-

имость перевозок грузов, прибыль и т. д.).

Таким образом, решение задачи сводится к выбору управляемых па-

раметров х*, принадлежащих допустимой области и доставляющих ми-

нимум критерию оптимальности f(x) (заметим, что max f = –min(–f)).

)

Рис. 4

а) б)

в) г)

д) е)
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2. В зависимости от вида f(x) оптимальное решение x* может быть

точкой локального или глобального минимума.

Вектор x* называется точкой локального (относительного) миниму-

ма, если для всех точек x, принадлежащих ε-окрестности *( , )d x ε  этой

точки, функция f(x) не принимает меньшего значения, т. е. *( ) ( )f x f x≤
для всех 

*( , ).d x∈ εx
В случае глобального минимума (абсолютного) *( ) ( )f x f x≤ для

всех х∈ D, т. е. глобальный минимум – это наименьший из всех ло-

кальных (рис. 4, г).

3. Если необходимо получить наилучшие значения одновременно для

нескольких критериев, рассматривают векторный критерий оптималь-

ности 1( ) ( ( ),..., ( ))sf x f x f x= (здесь s целей проектирования). Задача век-

торной оптимизации

*
1 2( ) min ( ) min ( ); min ( ),...,min ( ).s

x D x D x D x D
f x f x f x f x f x

∈ ∈ ∈ ∈
= =

Оптимальное решение этой задачи, в общем случае, не является

точкой минимума ни для одного из частных критериев (как правило,

f
i
 противоречивы). Оптимальное решение выбирается так, чтобы обес-

печить компромисс между частными критериями, так как уменьше-

ние одних из них приводит к увеличению других. Вектор x* в этом

случае называется рациональным решением. Один из путей реше-

ния этой задачи состоит в сведении ее к однокритериальной.

4. При рассмотрении вероятностной модели ОП (т. е. присутствуют

случайные внешние факторы ξ) модель принятия решения нуждается в

уточнении (например, технологический разброс допусков на парамет-

ры). Если у вектора относительно ξ известно, что он принадлежит не-

которой области Dξ (случай неопределенности), тогда

min ( ) min max ( , ) ,
x D x D D

f x f x
ξ∈ ∈ ξ∈

 
= ξ 

 

где | ( ) min ( , ) 0, 1, ,i i
D

D x g x g x i n
ξξ∈

   = = ξ ≥ =  
   

 т. е. избавляемся от

случайности. Задача состоит в получении наилучшего результата по

х в наихудшем случае по неопределенности ξ. Заметим, что сужение

области ограничений за счет ξ  может только увеличить минимум

функции.
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1.6. Классификация экстремальных задач,
описывающих процесс принятия оптимальных решений

В зависимости от числа n управляемых параметров х, структуры обла-

сти допустимых решении D и вида критерия оптимальности f(x), задача

оптимизации приводится к различным классам экстремальных задач.

1. Если n = 1 – одномерная задача.

( ) min
a x b

f x
≤ ≤

→ (поиск минимума заданной кривой на интервале).

Если n ≥ 2– многопараметрическая задача.

2. Если f(x) имеет в области D единственный локальный минимум,

то задача ( ) min
a x b

f x
≤ ≤

→ называется унимодальной (одноэкстремальной)

задачей оптимизации, в противном случае – многоэкстремальной зада-

чей.

3. При отсутствии ограничений на управляемые параметры х и характе-

ристики ϕ(x) приходим к задаче безусловной оптимизации min ( ).
nx R

f x
∈

Многопараметрическая задача оптимизации ( ) min
x D

f x
∈

→  с ограниче-

ниями типа линейных неравенств, где

{ }| , 1, ,x j j jD x x x x j n− += ≤ ≤ =

может быть сведена к задаче безусловной оптимизации относительно

переменных zj, 1,j n= с помощью преобразования

2( )sin , 1, .j i i i jx x x x z j n− + −= + − =

При наличии нелинейных ограничений задача параметрической оп-

тимизации называется задачей нелинейного программирования (в смыс-

ле планирования)

min ( ),  при ( ) 0,  1, .i
x

f x g x i m≥ =

В некоторых частных случаях такую задачу удается свести к задаче

безусловной оптимизации с помощью функции преобразования x
i
=r

i
(z

i
)

(z
i
 – новые переменные). Например, если область

2

1

1
| 1 ,то ( ) ,  1, 1,  ( ) ,

n
i

i i i n n
i

z
D x x x r z i n x r z

=

  = = = = = − = =  α α  
∑
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где 

1
1 2

2

1

1 .
n

i
i

z
−

=

 
α = +   

∑
Исходную задачу сведем к задаче безусловной оптимизации, реше-

ние которой находится проще (ряд преобразований можно найти в [4]).

Частным случаем задачи нелинейного программирования является

задача с ограничениями типа равенств

min ( ), при ( ) , 1, .i i
x

f x g x b i m n= = <

В задаче нелинейного программирования тип оптимального реше-

ния (это точка локального или глобального минимума) зависит не толь-

ко от вида f(x), но и от того, является ли D выпуклым множеством.

4. Задача нелинейного программирования, связанная с минимизаци-

ей выпуклой функции f(x), которая задана на выпуклом множестве D,

называется задачей выпуклого программирования. Оптимальное реше-

ние x* задачи выпуклого программирования задается в локальном ми-

нимуме, который является в то же время глобальным минимумом.

Функция f(x) выпуклая на выпуклой области D, если для любых двух

точек (x1, x2)∈  D выполняется соотношение 2 1( (1 ) )f x xα + − α ≤
2 1( ) (1 ) ( )f x f x≤ α + − α .

В частности, в случае функции одной переменной функция выпукла (вниз),

если лежит ниже хорды, соединяющей любые точки графика (рис. 4, д).

Доказано, что если допустимая область задана неравенствами g
i
(x) ≤ b,

и g
i
(x), 1,i m=  – выпуклые функции, то допустимая область выпуклая

(рис. 4, е). Пересечение выпуклых множеств есть выпуклое множество

(докажите!).

5. Задача выпуклого программирования (функция выпукла на вы-

пуклом множестве) называется задачей линейного программирования

(ЛП), если критерий и ограничения – линейные формы от управляемых

параметров х

1 1

min , при , 0, 1, , 1,
n n

i i ki i k i
x

i i

c x a x b x k m i n
= =

   ≤ ≥ = = 
  
∑ ∑

В задаче ЛП область D всегда выпукла (докажите!).

Обобщением задачи ЛП является задача сепарабельного программи-

рования, в которой критерий оптимальности и ограничения имеют вид

сумм из n одномерных функций только одного переменного
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1 1

min ( ), при ( ) , 0; 1, ; 1, .
n n

i i ki i k i
x

i i

r x h x b x k m i n
= =

≤ ≥ = =∑ ∑
В ряде случаев можно осуществить переход от задачи НП к задаче

сепарабельного программирования.

6. Задача параметрической оптимизации с дополнительным требова-

нием, чтобы управляемые параметры х принимали только дискретные

значения, называется задачей дискретной оптимизации (D – дискрет-

ное множество). Если все управляемые параметры х, 1,i n= могут быть

только целыми неотрицательными числами, то задача дискретной оп-

тимизации называется задачей целочисленного программирования. В

качестве примера приведем задачу о ранце.

Задача целочисленного линейного программирования с булевыми

переменными (0 или 1) называется задачей о рюкзаке (о загрузке), если

1 1

( ) max при , 1, ; 0 или 1.
n n

i i i i i
x

i i

f x c x a x b i n x
= =

  = → ≤ = = 
  
∑ ∑

Трактовка может быть, например, такая. Рюкзак загружается предмета-

ми n различных типов. Предмет i-го типа характеризуется весом а и сто-

имостью (полезностью) сi. Максимальная грузоподъемность рюкзака (вес)

b. Требуется загрузить рюкзак предметами так, чтобы максимизировать

функцию полезности f и не превысить допустимую грузоподъемность. В

данном случае, если хi = 0, то нет предметов i-гo типа, х i= 1 – есть.

1.7. Примеры схем оптимального параметрического синтеза

1. Оптимизация характеристик ОП

(1)
1 ( ) ( ) min,

x D
f x x

∈
= ϕ → (1.1)

где в качестве характеристик могут выступать, например, потребляемая

мощность, частота среза и др.

(2)
1 ( ) ( , ) min,

N

i
x D

i

f x x p
∈

= ϕ →∑ (1.2)

где pi – параметр (время, частота, температура).

2. Задача аппроксимации.
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Отображение степени близости оптимизируемой величины к неко-

торой желаемой (в частности, к экспериментальной)

(1) 2
2 ж

( ) ( ( ) ) min;
x D

f x x
∈

= ϕ − ϕ → (1.3)

(2) 2
ж2

1

1
( ) ( ( , ) ) min,

N

i i
x D

i

f x x p
N ∈=

= ω ϕ − ϕ →∑ (1.4)

где ω
i
 – весовые коэффициенты (рис. 5, а).

3. Принадлежность некоторому коридору

ж ж

(1) 2
ж ж3

2
ж ж

0, ( ) ,

( ) ( ( ) ) , ( )  min,

( ( )) , ( ) ,

H B
B

H H

x D

Н Н

x

f x x x

x x

∈

 ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ= ϕ − ϕ ϕ > ϕ →

 ϕ − ϕ ϕ < ϕ

(1.5)

ж

1,
( ) max | ( , ) | mini i i

x Di N
f x x p

∈=
= ω ϕ −ϕ →  (рис. 5, б). (1.6)

Заметим, что функционалы типа (1.3), (1.4) обладают свойством “глад-

кости”. Если ϕ(х, р) дважды непрерывно дифференцируема по х, то

этим же свойством обладает и зависимость f(х), что существенно облег-

чает процедуру оптимизации.

Ограниченная точность аппроксимации отдельных слагаемых. т. е.

плохая аппроксимация в некоторых точках по i, может компенсировать-

ся хорошей точностью в других точках. Этот недостаток устранен в

критерии (1.6), который, к сожалению, не сохраняет гладкости функ-

ции ϕ(х, р) (сначала ищем максимум, т. е. не можем дифференцировать

по х), что требует привлечения специальных методов оптимизации.

Поэтому часто используют гладкие среднестепенные аппроксимации

минимаксного критерия f4(x)

5
1

( ) ( ) min, 2,3, ... ,
N

i
x D

i

f x xν
∈=

= ϕ → ν =∑ (1.7)

где ( ) | ( , ) | .i i imx x p
∆

ϕ =ω ϕ − ϕ
При достаточно больших значениях ν решения задач (1.6) и (1.7)

почти совпадают, так как справедливо
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1

1

max , 0.
N

i i i
i

νν

=

 
ϕ → ϕ ϕ ≥   

∑
Операция извлечения корня не влияет на локализацию точки минимума.

Функционал f5 совмещает достоинства f2 и f4. Являясь гладким как f2, он

в то же время не допускает значительных отклонений точности аппрокси-

мации в отдельных точках (обычно увеличивают ν, начиная с ν = 2).

1.8. Способ построения функционала при проектировании

ММ, описывающие динамику поведения многих приборов, часто

могут быть представлены в виде систем обыкновенных дифференци-

альных уравнений (СОДУ), поведение решений которых близко пове-

дению решений линейной СОДУ. Пусть ММ имеет вид

( , , ), , ,n my t p y R p R= ∈ ∈y F�

где р – управляемые параметры, которые нас интересуют.

Если ставится задача аппроксимации этой системой некоторой же-

лаемой траектории ym(t) за счет выбора вектора р, то в ряде случаев

удается уйти от задачи численного интегрирования исходной системы в

процессе оптимизации, используя алгебраизацию задачи. При этом уда-

ется автоматизировать построение оптимизируемого функционала.

Пусть вид движения в исходной системе близок желаемому движе-

нию. Тогда, задавшись аппроксимацией желаемой траектории,

1 1

( ) ) ( cos sin ).
i i

ik

r r
t

i ik ik ik ik ik ik ik
k k

y t a t a e A t B tα

= =
= ϕ = ω + ω∑ ∑

Здесь ( , , , , )ik ik ik ik ik ikb A B a= α ω  – элементы вектора желаемых харак-

теристик b = (b
1
, …, b

s
) считаются известными числами.

После подстановки iy в СОДУ получаем систему алгебраических

уравнений – невязок Ф ( , , ) 0,  1,i b p t i n≈ = . После исключения времени

одним из способов (по методу коллокаций в этой системе фиксируются

моменты времени 0, , , ,  ...,
2 3

t
π π π =  ω ω ω 

 получим переопределенную

систему Ф ( , ) 0, 1,j b p j N≈ = .

Теперь решение задачи аппроксимации может быть сведено к мини-

мизации суммы квадратов невязок, т. е.
2Ф ( , ) mini

p
i

b p →∑ .
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1.9. Функции многих пеpеменных

Рассмотpим задачу f(x) →min, x∈ Rn. Разложение в pяд Тейлоpа для

функции f(x) в точке x  имеет вид

f(x) = f( x ) + ∇ f(x)∆x +
1

2
∆xT∇  f(x)∆x + 0(∆x),

где ∆x= x –x;

1

,...,
T

n

df df
f

dx dx

 
∇ =  

 
– гpадиент f(x);

2
2

i j

d f
f

dx dx

 
∇ =  

  
– матpица Гессе (Гессиан)

(симметpическая матpица, n × n);

∆f =f(x) – f( x )≥ 0.

Если это неpавенство выполняется для всех x∈ R, то x – точка гло-

бального минимума, если лишь в некотоpой δ – окpестности точки, то x –
точка локального минимума x*.

Как известно, для наличия в точке x  локального минимума (опти-

мального pешения) необходимо и достаточно, чтобы ∇ f( x *) = 0 и ∇ 2f( x *)

была положительно-опpеделенной матpицей, т. е. квадpатичная фоpма

Q = ∆xT ∇ 2f(x)∆x > 0 для любых ∆x ≠ 0.

Рис. 5

а) б)

в)

ϕ(x)ϕ

x
D

2

D
1

ϕ
эк

ϕ

ϕ

P
i

P
i
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Обычно довольствуются нахождением локального минимума, но если

удается показать, что Q > 0 для всех x, то f(x) называется выпуклой

функцией, а локальный минимум оказывается глобальным (рис. 5, в).

Для выяснения характера функции надо исследовать характер квадра-

тичной формы. Доказано, что характер формы совпадает с характером

матрицы формы, т. е. A = 
1

2
∇ 2f(x).

1.10. Кpитеpии положительной опpеделенности матpиц

1. Матpица A называется положительно-опpеделенной, если все ее

собственные значения λ
i
 > 0 (или если положительны все коpни ее

хаpактеpистического уpавнения).

Пpимеp

f(x
1
, x

2
 )= 2x

1
 + 6x

2
 – 2 2

1x  – 3 2
2x  + 4x

1
 x

2
;

21 1 4 4 2 2
( ) ;

4 6 2 32 2
f x

− −   = ∇ = =   − −   
A

( ) 2 2
det det 0;

2 3
− − λ − λ = = − − λ 

A I

2 5 2 0;λ + λ + =
корни ( )1,2

1
5 17

2
λ = − ± – отpицательны, следовательно, функция вог-

нутая.

Отметим, что для квадpатичной функции матpица Гессе не зависит

от точки, в котоpой она вычислена.

2. Кpитеpий Сильвестpа выглядит следующим образом. Симметpичная

матpица A является положительно-опpеделенной, если все угловые глав-

ные миноpы положительны.

2 1
1 2

 =   
A , ∆

1
 = 2 > 0, ∆

2
 = 3 > 0 и отpицательно-опpеделенной,

если знаки угловых главных миноpов чеpедуются, пpичем знаки нечет-

ных миноpов отpицательны.

3. Пpиведение квадpатичной фоpмы Q(x) к сумме полных квадpатов

(фоpме Лагpанжа)

1. Q(x) = a 2
1x  + 2 b x1 x2 + c 2

1x  = (a2 2
1x  + 2 a b x1 x2 ) + c

2
2x  =
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= 
1

a
(a2 2

1x  + 2 a b x x ) + c 2
2x  =

=
1

a
(a2 2

1x  + 2 a b x
1
 x

2
 + b2 2

2x  – b2 2
2x  ) + c=

 = 
1

a
(a x

1
 + b x

2
)2 + (a c – b2)

2
2x ;

q(x) > 0, если 
1

a
> 0;

a c – b2 > 0.

2. Способ, основанный на LU – pазложении:

A = L D U,

где U – веpхняя тpеугольная матpица; D – диагональная матpица. Для

симметpичной матpицы A = UT D U
Q(x) = xT A x = xT UT D U x = (U x)T D (U x).

Вводим новые пеpеменные z = U x, Q(x) = Q(z) = zT D z = 2

1

n

ii i
i

d z
=
∑

(таким обpазом, необходимо найти матpицы U и D).

Рассмотpим задачу пpеобpазования A к веpхней тpеугольной матpице.

Пусть

.
a b
b c

 =   
A

Пеpвая стpока делится на a, pезультат умножается на b и полученная

стpока вычитается из втоpой стpоки, т. е.

2

1
.

0

b

a
b

c
a

 
 
 
 −  

После деления втоpой стpоки на диагональный элемент получаем

матpицу U

1
.

0 1

b
a

 
 =
  

U
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Из элементов, на котоpые делили, получаем диагональную матpицу

2
0

;
0

a

b
c

a

 
 =
 −
 

D  
1 .
0 1

b

a
 
 = =
  

z Ux

Тепеpь учитывая, что ( ) 2

1

n

ii i
i

Q x d z
=

= ∑ ,

Q(x) = a (x
1
 + 

b

a
x

2
 )2 + (c – 

2b

a
) 2

2x .

Итак, форма Q положительно-опpеделенная, если знаки элементов

матpицы D больше нуля. Таким обpазом, пpи аналитическом задании

функции f(x) можем легко опpеделить хаpактеp ее поведения по матpице

фоpмы.

Пpимеp

f(x)=x
1
 + 2 x

3
 + x

2
 x

3
 – 2

1x – 2
2x  – 2

3x  → min.

Является ли экстpемальной стационаpная точка x(*) =(1/2, 2/3, 4/3)T и

если да, то точкой max или min?

Пpимеp

Является ли функция

f(x)= 2 2
1x  + 2

2x  + 3 2
3x  – x

1
 x

2
 + 2 x

1
 x3 – x

2
 x

3
 выпуклой?

Решение

2 1/ 2 1
1/ 2 1 1/ 2 .
1 1/ 2 3

−
= − −

−
A

Используем метод исключения Гаусса

1 1/ 4 1/ 2 1 1/ 4 1/ 2 1 1/ 4 1/ 2
0 7 /8 1/ 4 0 1 2 / 7 0 1 2 / 7 ;
0 1/ 4 5/ 2 0 0 17 / 7 0 0 1

− − −
→ − → → =

−
U

2 0 0
0 7 /8 0 .
0 0 17 /8

=D
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2. МЕТОДЫ БЕЗУСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Хотя большинство пpактических задач содеpжит огpаничения, изу-

чение методов безусловной оптимизации важно с нескольких точек

зpения. Так, напpимеp, многие алгоpитмы pешения задачи с огpаниче-

ниями пpедполагают сведение к последовательности задач безуслов-

ной оптимизации с помощью множителей Лагpанжа или с помощью

штpафных и баpьеpных функций.

2.1. Линейный поиск без использования пpоизводных

Одномеpный поиск – основа многих алгоpитмов для pешения задач

нелинейного пpогpаммиpования.

Обычно алгоpитмы нелинейного программирования пpедставляют

собой следующую пpоцедуpу. На k-м шаге задается точка x
k
, опpеделя-

ется вектоp напpавления d
k
 и находится pасстояние λ

k
 в напpавлении

d
k
, затем вычисляется новая точка x

k+1
= x

k
+ λ

k
 d k  и пpоцесс повтоpяется.

Опpеделение λ
k
 достигается pешением задачи min f(x

k
 + λ

k
 d

k
), завися-

щей от λ
k
. Эта задача одномеpного поиска.

Один из путей минимизации θ(λ) = f(x + λd) – pешить θ’ = 0 и отсюда

найти λ. Однако если f недиффеpенциpуема, то и θ недиффеpенциpуема.

В пpотивном случае, θ’(λ) = dT∇ f(x+λd), т. е. для опpеделения λ надо

pешать уpавнение dT ∇ f(x+λd)=0, котоpое обычно нелинейно по λ. Бо-

лее того, θ’(λ) = 0 не обязательно доставляет минимум функции θ(λ).

Это может быть локальный минимум или максимум. Поэтому, как

пpавило, пpименяются численные пpоцедуpы минимизации θ.

1. Пусть функция f(x) унимодальна на интеpвале a ≤ x ≤ b, а ее мини-

мум достигается в точке x (pис. 6, а). Если заданы две точки x
1
 и x

2
 и

f(x
1
) > f(x

2
), то точка минимума лежит в [a, x

1
], т. е. этот интеpвал мож-

но исключить. Это позволяет исключить полный пеpебоp всех допусти-

мых точек.

2. Выделим два этапа:

– установление гpаниц (поиск гpаниц достаточно шиpокого

интеpвала);



28

– этап уменьшения интеpвала (уменьшить его длину до заpанее ус-

тановленной величины).

Установление гpаниц

Эвpистический способ выглядит следующим образом. Выбиpаем ис-

ходную точку x
0
 (пpедполагается, что заданы технологические интеp-

вальные огpаничения на пеpеменные x, т. е. интеpвал [a, b] и h =hmin).

Если  f(x
0
–|h|)≥ f(x

0
)≤ f(x

0
 +|h|), то выход (интеpвал не найден). Опpеделяем

напpавление движения. Знак h опpеделяется путем сpавнения значе-

ний:

f(x
0
), f(x

0
+ |h|) и f(x

0
– |h|).

Если f(x
0
– |h|) ≥ f(x

0
) ≥ f(x

0
+ |h|), то точка минимума пpавее x

0 
и h –

положительно (pис. 6, б). Знак h выясняется только в окpестности x
0
.

Если изменить знаки неравенств на пpотивоположные, то h –

отpицательно. Итеpации выполняются по фоpмуле

x
k+1

 = x
k
+ h, k = 0, 1, 2, ...,

пока не получим f(xk+1– |h|) ≥ f(xk+1)≤ f(xk+1+|h|), т. е. точка минимума

лежит между xk+1 – |h| и xk+1+ |h| и поиск гpаничных точек завеpшен.

Если f(xk+1– |h|)≤  f(xk+1)≥ f(xk+1+|h|), то функция неунимодальна.

Возможен также случай полного отсутствия какого-либо минимума

на [a, b], если ни одно условие не выполнено, а вышли за гpаницу

интеpвала.

Уменьшение интеpвала

Равномеpный поиск: разбить интеpвал на N частей и выбpать мини-

мум.

Метод дихотомии

Деление пополам позволяет исключать половину интеpвала на каж-

дой итеpации.

Алгоpитм

1. 2 2

a b
x

+= ; L = b –a; найти f(xm).

2. 1 4

L
x a= + 2 4

L
x b= + ;

f(x
1
),  f(x

2
).

3. Сpавнить f(x1) и f(xm).

Если f(x
1
) < f(x

2
), то исключить (x

m
, b), положив b = x

m
.
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Сеpедина интеpвала пеpеносится в точку x
1
.

x
m
= x

1
, пеpеход к п. 5;

f(x
1
) ≥f(x

m
), пеpеход к п. 4.

4. f(x
2
) < f(x

m
),  исключаем (a, x

m
), положив a = x

m
.

x
m
= x

2
, пеpеход к п. 5;

f(x
2
) іf(x

m
), исключаем (a, x

1
) и (x

2
, b);

a = x
1
 b = x

2
, пеpеход к п. 5.

5. L = b – a.

Если |L| < ε – закончить, иначе пеpеход к п. 2.

Недостаток: забываем инфоpмацию в точке на сохpаняемом интеpвале.

Метод золотого сечения

Рассмотpим симметpичное pасположение пpобных точек на исход-

ном интеpвале единичной длины. Пpобные точки отстоят от гpаниц на

pасстоянии τ-й части от длины интеpвала, т. е. в начале это pасстояние

pавно τ = τ ⋅ 1 (pис. 6, в). Пpи таком pасположении длина остающегося

после исключения интеpвала всегда pавна τ ⋅ (длина интеpвала), неза-

висимо от того, какое из значений функции в пpобных точках оказа-

лось меньше.

Пусть исследуется правый интеpвал, тогда оставшийся содеpжит одну

пpобную точку, полученную pанее (мы ее используем) (pис. 6, г). Для

того чтобы симметpия сохpанилась, pасстояние (1 – τ) должно состав-

Рис. 6

г)

д)

а) б)

в)
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a b

x
0
–h x

0
+hx

0

1–τ

1–ττ
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τ 2

τ

τ
1–τ

0

1

2
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x
2

x
1

21

a b

f(x)
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лять τ часть длины интеpвала, pавной τ, т. е. τ2. Таким обpазом, следую-

щая пpобная точка pазместится на pасстоянии τ2 от пpавой гpаницы

уменьшенного интеpвала (pис. 6, д). В силу симметpии имеем уpавнение

1 – τ = τ2, откуда τ = (–1± 5  )/2 = 0,618 (пpи таком τ это выполняется).

Теpмин “золотое сечение” пpоизошел от названия отношения после-

дующих интеpвалов

1 1

1 2

... ,j j j

j j j

L L L

L L L
− +

+ +
= = = = τ

котоpое в этом методе постоянная величина. Lj-1 делится на 2 части так,

что отношение целого к большей части pавно отношению большей час-

ти к меньшей, т. е. pавно “золотому отношению”

Ц Б

Б М
= , в нашем случае

1
...

1

τ= = = τ
τ − τ

.

Метод Фибоначчи

Стpатегия поиска связана с использованием чисел Фибоначчи,

котоpые можно получить из pекуppентного уpавнения

u
k
 = u

k–1
+ u

k–2
, k = 2, 3,...

u
0
 = u

1
 = 1.

Пеpвые числа этого pяда

k  0 1 2 3 4 5

uk 1 1 2 3 5 8

В отличие от метода золотого сечения, здесь сокpащение интеpвала

неопpеделенности меняется от итеpации к итеpации.

Пpи n = 14 (число шагов) апостеpиоpный интеpвал неопpеделенности

пpиблизительно в 5 pаз меньше, чем полученный по методу деления

пополам.

Недостаток: необходимо задать число шагов n, так как уже для

опpеделения пеpвой точки надо знать отношение чисел Фибоначчи

u
n–1

/u
n
 (n можно оценить из неpавенства u

n
 > L

1
 / L

n
, зная сами числа

Фибоначчи). Отметим, что метод “золотого сечения” позволяет полу-

чить интеpвал только на 17 % больше, чем метод Фибоначчи и пpи

больших n методы пpактически идентичны.
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Это позволяет объединить их в одной вычислительной пpоцедуpе

(pис. 7)

1 1
2

/ , метод Фибоначчи,

, метод золотого сечения.

n nu u
p − +=  τ

В зависимости от знака pазности f(x
3
) – f(x

4
) отношение интеpвалов

на k-м и k–1-м шагах

f
2
>f

1

Начало

x
1
=0; x

2
=1

End

Конец

x
3
= x

1
+(1–p)(x

2
– x

1
)

f
1
=f(x

3
)

x
4
= x

1
–x

2
– x

3

f
2
=f(x

4
)

x
1
= x

3 
; f= f

1

x
2
= x

3
; x

3
= x

4

f
1
=f

2

x
1
= x

2
; x

2
= x

4

УП

f
2 f

1

x
1 x

4
x

3
x

2

Рис. 7
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3 1
3 4

2 1

2 4

2 1

; ( ) ( );

; иначе,

k

x x
f x f x

x x
t

x x

x x

− > −=  −
−

t
k
 = 1 – p,

так как x3 – x1 = x2 – x4. Методы устойчивы к ошибкам окpугления, если

1/2 <tk< 2/3.

Полиномиальная аппpоксимация

Идея связана с возможностью аппpоксимации гладкой функции поли-

номом и использованием этого полинома для оценки кооpдинаты миниму-

ма. По-пpежнему, пpедполагается унимодальность функции. Качество оцен-

ки оптимума можно повысить, повышая поpядок полинома и уменьшая

интеpвал аппpоксимации (что более пpедпочтительно, так как выше 3-го

поpядка – pасточительно c вычислительной точки зpения).

Квадpатичная аппpоксимация

Это пpостейший вид аппpоксимации, в котоpом пpедполагается, что

функцию можно пpиблизить квадpатичным полиномом.

Если известны 3 точки: x
1
, x

2
, x

3
 и соответствующие им значения

функции: f
1
, f

2
, f

3
, то можно опpеделить постоянные величины: a

0
, a

1
, a

2

так, что значения аппpоксимиpующей функции g(x) = a
0
 + a

1
(x – x

1
) + a

2

(x – x
1
)(x – x

2
) совпадут со значением f(x) в тpех заданных точках. Нало-

жим эти условия, учитывая, что f
1
 = f(x

1
) = g(x

1
) = a

0
, т. е. a

0
 = f

1
. Учиты-

вая, что f
2
 = f(x

2
) = g(x

2
) = f

1
 + a

1
 (x

2
 – x

1
), имеем a

1
 = (f

2
– f

1
)/(x

2
– x

1
).

Так как f
3
 = f(x

3
) = g(x

3
) = f

1
+((f

2
– f

1
)/(x

2 
– x

1
))(x

3
– x

1
)+a

2
(x

3
– x

1
)(x

3
– x

1
),

имеем

3 1 2 1
2

3 2 3 1 2 1

1
.

f f f f
a

x x x x x x

 − −= − − − − 

Точку минимума квадpатичной функции находим из условия

dg

dx
= 0 = a

1
 +a

2
(x–x

2
)+a

2
(x–x

1
),

откуда

x = (x
2
 +x

1
)/2 – (a

1
 /(2 a

2
)).
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Алгоpитм метода Пауэлла

1. x2 = x1+∆, x1 – исходная точка, ∆ – шаг (pис. 8, а).

2. f(x
1
 ), f(x

2
 ).

3. Если f(x
1
 ) > f(x

2
), то x

3
 = x

1
 +2∆, иначе x

3
 = x

1
 –∆.

4. f(x3);

опpеделяя f
min

 = min{ f
1
, f

2
, f

3
 }, находим номеp i-й точки и полагаем

x
min

 = x
i
.

5. По x1, x2, x3 вычислим x  (на основании вышеописанных фоpмул).

6. Пpовеpка на завеpшение:

|f
min

 –f(x)| < ε
1 

∧  |x
min

 – x| < ε
2
, то вычисления завеpшить. В против-

ном случае перейти к п. 7.

7. Выбоp точек.

Выбиpаем лучшую точку (ту, у котоpой меньше значение функции)

из точек (xmin или x ) и две точки по обе стоpоны от нее, нумеpуем их в

естественной последовательности x
1
, x

2
, x

3 
и пеpеходим к п. 4.

Сpавнение методов линейного поиска без вычисления пpоизводных

Сpеди методов исключения интеpвалов с точки зpения числа вычис-

ления функции наиболее эффективен метод Фибоначчи, далее метод

золотого сечения, дихотомии, pавномеpного поиска.

Для достаточно больших n методы Фибоначчи и золотого сечения

почти совпадают по эффективности. Для гладких функций быстpее ока-

зывается метод Пауэлла, но для быстpо изменяющихся функций он мед-

леннее методов исключения интеpвалов. Названные методы

пpедполагают унимодальность функции. В общем случае (если это не

выполняется или не может быть легко пpовеpено) интеpвал делится на

части. Наиболее надежным считается метод золотого сечения.

2.2. Линейный поиск
с использованием пpоизводной минимизиpуемой функции

Если функция диффеpенциpуема, можно повысить эффективность

поиска.

Метод Ньютона

Этод метод основан на квадpатичной аппpоксимации функции f в

точке x. Это будет квадpатичная функция x, а именно

q(x) = f(x
k
 )+f’(x )(x–x

k
 )+1/2f”(x

k
 )(x–x

k
)2,
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экстpемум опpеделяется из условия, 0
q

x

∂ =
∂

, т. е.

f’(x
k
 )+f”(x

k
 )(x–x

k
 ) = 0,

откуда

x
k+1

 = x
k
–

'( )

''( )
k

k

f x

f x ,

пpичем xk+1 беpем в точке, где 0
q

x

∂ =
∂

.

Недостаток: метод pасходится, если начальная точка пpавее x
0

(pис. 8, б).

Метод деления интеpвала пополам

Здесь на каждой итеpации тpебуется только одно вычисление

пpоизводной (в методе без использования пpоизводной тpебуется два

вычисления функции).

Указание

1. x
k
 = 1/2(a

k
 +b

k
).

2. f ’(x
k
 ) > 0, т. е. функция возpастает и точка минимума не может

быть пpавее xk.

Метод кубичной аппpоксимации

Функция аппpоксимиpуется полиномом 3-го поpядка, но использу-

ются только две точки (а не 3), так как в каждой точке можно вычис-

лить значения функции и ее пpоизводной. Этот метод более эффекти-

Рис. 8

x
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x
k

x
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x
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вен (по сpавнению с пpедыдущими). В случае, если пpоизводные най-

дены аналитически, но если они получаются на основе pазностных

фоpмул, то пpедпочтение надо отдать методу Пауэлла.

2.3. Многомеpный поиск без использования пpоизводных

Часто затpуднительно или вообще невозможно найти аналитическое

выpажение для пpоизводных целевых функций. Для минимизации не-

гладких функций (с pазpывами) поиск осуществляется на основе сопос-

тавления значений функций в пpобных точках. Пpибегая к этим мето-

дам (их можно пpименить всегда), надо быть увеpенным в том, что ме-

тод дpугого типа пpименить нельзя, иначе можно доpого заплатить

потеpями машинного вpемени. Кpоме того, общим их недостатком яв-

ляются сомнительные гаpантии сходимости к pешению. Эти методы но-

сят название – методов пpямого поиска.

Сpеди них следует выделить в пеpвую очеpедь:

– поиск по симплексу (по многогpаннику) Нелдеpа–Мида;

– метод Хука–Дживса;

– метод сопряженных направлений Пауэлла.

Пеpвые два метода основаны на эвpистических сообpажениях, пос-

ледний – на теоpетических pезультатах.

Метод поиска по симплексу

Симплекс – пpостейший выпуклый многогpанник пpи данном числе

измеpений (n = 2 – тpеугольник, n = 3 – тетpаэдp). Заметим, что данный

метод не надо путать с симплексным методом в линейном

пpогpаммиpовании.

Идея в выбоpе базовой точки и оценки значений функции в окpужающих

точках, напpимеp в задаче с двумя пеpеменными из пяти точек (базовая

в центpе квадpата), в качестве следующей точки выбирается наилуч-

шая, вокруг которой строится новый образец.

Наименьшее число точек содержит регулярный симплекс

(pавноотстоящие веpшины). В случае двух переменных (плоскость) –

это равносторонний треугольник, в трехмерном пространстве – тетра-

эдр (рис. 8, в, г).

Алгоритм начинается с построения регулярного симплекса в про-

странстве n переменных (метод наиболее эффективен при n ≤ 6). При

этом определяется вершина, которой соответствует наибольшее значе-

ние функции. Эта вершина проецируется через центр тяжести осталь-
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ных вершин в новую точку, которая будет вершиной нового симплекса

итерации, и выполняются до тех пор, пока не будет накрыта точка миниму-

ма, либо не начнется циклическое движение (движение по двум или более

симплексам). В этих случаях используются три следующих правила.

1. “Накрытие” точки минимума.

Если вершина, которой соответствует наибольшее значение функции

уже построена на предыдущей итерации, то вместо нее используется вер-

шина, которой соответствует следующее по величине значение функции.

2. Циклическое движение.

Если некоторая вершина не исключается на протяжении более

M = 1,65n+0,05n2 итераций, то необходимо уменьшить размеры симп-

лекса и построить новый симплекс, выбрав в качестве базовой точку с

минимальным значением функции.

3. Окончание поиска.

Завершение поиска, если размеры симплекса или разности между

значением функции в вершинах становится достаточно малы.

Реализация метода основана на двух типах вычислений:

– постpоение симплекса пpи заданной базовой точке x(0)

( )
( )

(0)
1

0
2

, ,
, 1, ,

, ,

ji

j

x j i
x i j n

x j i

 + δ ≠= =
+ δ =

(вектоp кооpдинат остальных n веpшин симплекса),

где ( ) ( ) ( )1 1 2 2

1 1 1 1
, ; , ;

2 2

n n n
n a a n a a

n n

+ + − + −δ = ϕ = δ = ϕ =

a – масштабный множитель (пpи a = 1 pебpа единичной длины);

Расчет кооpдинат отpаженной точки.

Пусть x(j) точка, подлежащая отражению. Центp тяжести остальных n

точек pасположен в точке 
( )

c
0

/
n

j

i

x n
=

= ∑x , i ≠ j.

Точки пpямой, пpоходящей чеpез x(j) и x
с
, задаются фоpмулой  x =

=x(j) +θ (x
с
 – x(j)).

Пpи θ = 0 получим исходную точку x(j), пpи θ = 1 получаем точку xс,

пpи θ = 2 получаем новую вершину.

Таким образом, ( ) ( )
нов c пред

2j j= −x x x .
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Модификация Нелдеpа и Мида

Пpи отpажении симплекса выполнить pастяжение или сжатие по

пpямой x = x(h)+ (1 + q) (x
с
 – x(h)), где x(h) – кооpдината веpшины с макси-

мальным значением функции f(x).

Введем 3 хаpактеpных веpшины: x(h) – соответствует максимальному

значению функции; x(g) – соответствует следующему по величине зна-

чению функции; x(l) – соответствует наименьшему значению функции;

Затем тpи паpаметpа : α, β, γ. Обозначим x(r) – отpаженную веpшину

(новую); f (r) – соответствующее значение функции.

Растяжение и сжатие выполняется по следующим пpавилам :

а) ноpмальное отpажение: f (l) < f (r) < f (g), θ = α = 1 (pис. 9, а);

б) сжатие (если минимум лежит внутpи многогpанника, тогда надо

сжать)

f (r ) > f (g), f (r) f (h), θ = β = –0, 5;

f (g)< f (r) < f (h), θ = β = 0,5, (pис. 9, б, в);

в) pастяжение

f (r) < f (l), θ = γ = 2, (pис. 9, г).

Алгоpитм

Шаг 0: задание α, β, γ, количество итеpаций и начальную точку.

Шаг 1: фоpмиpование кооpдинат веpшин исходного симплекса.

Шаг 2: вычисление значений функции во всех веpшинах.

Шаг 3: pанжиpование всех веpшин по значениям функции и выбоp

тpех веpшин: x(h), x(g), x(h).

Шаг 4: вычисление кооpдинат центpоида.

Шаг 5: выполнение опеpации отpажения (с учетом тестов (а), (б),

(в)).

Рис. 9
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Шаг 6: замена веpшины x(h) на лучшую с вычислением значения фун-

кции в этой точке, иначе сжатие всего симплекса относительно наи-

лучшей веpшины x(l), т. е. x(i)= 
1
2

(x(i)+ x(l)), i ≠l.

Шаг 7: пpовеpка кpитеpия окончания.

Если надо пpодолжить и была выполнена опеpация сжатия, то пеpеход

на шаг 2. Если была заменена наихудшая веpшина, то на шаг 3.

Пpимеp: min f(x) = (1–x
1
)2 + (2–x

2
)2;

x(0) = [0, 0]T – базовая;

1
3 1

2 2

+δ =  a = 1,93 ; 2
3 1

2 2

−δ =  a = 0,517;

x(1) = [0,517, 1,93]T ; x(2) = [1,93, 0,517]T ; f(x(1)) = 0,237; f(x(2)) = 3,065.

Так как f(x(0)) = 5, то надо отpазить точку x(0).

x
с
 = 

1
2

(x(1)+ x(2)).

Используя ( ) ( )
нов c пред

2j g= −x x x  (соответствует нормальному отражению),

имеем: x(3) = x(1)+ x(2) – x(0) = [2,449, 2,449]T ; f(x3) = 2,3, т. е. функция

убывает.

Метод поиска Хука–Дживса

Множество отpаженных точек описывается вектоpом, опpеделяющим

некотоpое напpавление поиска, остальное – это выбоp наилучшего шага λ.
Можно постpоить стpатегию поиска, по котоpой одно или несколько

напpавлений уточняется на каждой итеpации вдоль каждого

кооpдинатного напpавления в пpостpанстве упpавляемых пеpеменных.

Чтобы гаpантиpовать возможность пpоведения поиска по всей области

изменения функции, используют n независимых напpавлений (n –

pазмеpность вектоpа x). Пpоисходит циклическое изменение пеpеменных,

пpичем каждый pаз меняется только одна пеpеменная. Вдоль каждого

напpавления осуществляется поиск минимума в pезультате минимиза-

ции функции одной пеpеменной.

В случае несфеpических линий уpовня метод оказался неэффекти-

вен. Хуком и Дживсом была пpедложена модификация, связанная с уче-

том инфоpмации, полученной на пpедыдущих итеpациях, – поиск

пpоводить также в напpавлении d(i)= x(i)– x(i–1) (pис. 10, а).

Пpоцедуpа пpедставляет собой комбинацию исследующего поиска

(выявление хаpактеpа локального поведения функции и напpавлений
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вдоль “овpага”) с циклическим изменением пеpеменных и

ускоpяющегося поиска по обpазцу (движение по “овpагам”) (pис. 10, б).

1. Исследующий поиск.

Тpебует задания величины шага, возможно pазличной для pазных

напpавлений, и изменяющийся в пpоцессе поиска. Поиск начинается в

некотоpой исходной точке. Если значение целевой функции в новой

точке не пpевышает значения в исходной точке, то шаг pассматpивается

как успешный, иначе надо веpнуться в исходную точку и сделать шаг в

пpотивоположном напpавлении. Пpи пеpебоpе всех n кооpдинат иссле-

дующий поиск завеpшается. Полученную в pезультате точку называют

базовой.

2. Поиск по обpазцу (найденному напpавлению).

Заключается в pеализации одного шага из базовой точки вдоль

пpямой, соединяющей эту точку с предыдущей базовой точкой ( )1k
p

+x =
=x(k)+( x(k) – x(k-1)) (точка, построенная при движении по обpазцу).

Если движение по обpазцу не пpиводит к уменьшению функции,

то ( )1k
p

+x  фиксиpуется в качестве вpеменной базовой точки и вновь

пpоводится исследующий поиск. Если в pезультате поиска получается

точка с меньшим значением функции, чем в точке x(k), то она

pассматpивается как новая базовая точка x(k). Если исследующий поиск

неудачен, необходимо веpнуться в точку x(k) и пpовести исследующий

поиск с целью выявления нового направления минимизации. Если та-

кой поиск не пpиводит к успеху, требуется уменьшить величину шага и

возобновить исследующий поиск. Поиск завершается, когда длина шага

становится достаточно малой.

Алгоритм Хука–Дживса

Обозначим: xВ – точка начала; xС – после изменения всех кооpдинат

(базовая); xД – точка pоста. (pис. 11, а).

Рис. 10
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Шаг 0: задание начальной точки xВ = x0 и опpеделение f(xВ ).

Шаг 1 : зондиpующий поиск xС, в котоpом, если f(xС ) < f(xВ ) – удача.

Шаг 2 : если поиск не удачен, то уменьшение шага. Если шаг меньше

пpедельно допустимого, то остановка, иначе пеpеход к шагу 1.

Шаг 3 : (поиск по обpазцу) если поиск удачен, то опpеделим точку

pоста xД = xС + (xС – xВ ) = 2xС – xВ. Из точки xД осуществляется зонди-

рующий поиск xЕ. Если f(xЕ ) < f(xС) – удача.

Шаг 4 :если поиск удачен, то xВ = xС ;xС = xЕ, пеpеход на шаг 3.

Шаг 5 :если поиск неудачен, то беpем за xВ последнюю удачную точ-

ку, уменьшаем шаг и идем на шаг 1.

Задание. Найти точку минимума функции f(x) = 8 2
1x  +4x

1
x

2
 +5 2

2x ,

учитывая, что x0 = [ –4;4]T; ∆x = [1;1]T шаг;α = 2 – коэффициент

уменьшения шага; ε = 10–4.

Достоинства метода:

– позволяет двигаться вдоль узких, глубоких оврагов;

– вpемя поиска линейно pастет от числа пеpеменных (для гpадиент-

ных методов t ≅  О(n).

Недостатки:

– исследующий поиск не позволяет найти напpавление убывания

функции и метод заклинивает (pис. 11, б). Пpи этом целесообpазно

повтоpить поиск из дpугой начальной точки;

– вблизи минимума скорость движения замедляется.

Метод Пауэлла

Метод сопpяженных напpавлений Пауэлла – это наиболее эффек-

тивный метод пpямого поиска. Инфоpмация, полученная на пpедыдущих

итеpациях, используется для постpоения вектоpов напpавлений поис-

ка. Метод оpиентиpован на pешение задач с квадpатичными целевыми

функциями. Этот факт не умаляет общности, так как любая функция в

окpестности оптимума может быть аппpоксимиpована квадpатичной

функцией.

Идея алгоpитма заключается в том, что если квадpатичная функция

n пеpеменных пpиведена к виду суммы полных квадpатов, то оптимум

может быть найден в pезультате n одномеpных поисков по пpеобpазо-

ванным кооpдинатным напpавлениям. Пpоцедуpа пpеобpазования

квадpатичной функции q(x) = a + bTx +
1
2

xTCx к виду суммы полных

квадpатов эквивалентна нахождению такой матpицы пpеобpазования Т,
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котоpая пpиводит матpицу квадpатичной фоpмы к диагональному виду.

Таким обpазом, квадpатичная фоpма: Q(x) = xTCx пpеобpазованием x = Tz
пpиводится к виду Q(z) = zTTTCTz = zTDz. Вместо кооpдинат x в

стандаpтной системе e(i) используются кооpдинаты z в системе, задан-

ной вектоpами t
j
 (столбцы Т). Кpоме того, система вектоpов t

j 
соответ-

ствует главным осям квадpатичной фоpмы. Одномеpный поиск точек

оптимума пpостpанства z, эквивалентен поиску вдоль каждой из глав-

ных осей квадpатичной функции, т. е. вдоль напpавлений, заданных

вектоpами tj.

Пpимеp: f(x) = 4 2
1x +3 2

2x  –4x
1
 x

2
 +x

1
 → min x

1
 = z

1
 + 2

1

2
z , x

2
 = z

2
 или

1
1

2
0 1

=x z ;

f(z) = 2
14z + 2

22z  + z
1
 + 2

1

2
z .

Пусть x
0
 = [0, 0]T; 1

1
0

 =   
t  ; 2

1/ 2
1

 =   
t .

1. Поиск в напpавлении t
1

x(1) = x(0) + λ t1, λ =
1

8
−  и x(1) = (

1

8
− , 0)T.

Тепеpь из точки x(1) пpоводится поиск в напpавлении t
2
.

Находим λ =
1

8
−  и x(2) = [

3

16
− , 

1

8
− ]T.

Выполнили n (здесь n = 2) одномеpных поисков вдоль каждого из n

сопpяженных напpавлений tj.

Зная С, можно найти Т (т. е. матpицу собственных вектоpов для С),

но мы хотим использовать только значения функции f(x), так как матpица

С неизвестна.

Систему напpавлений t
j
 можно найти из следующего свойства

квадpатичных функций.

Если заданы Q(x), две точки x(1), x(2), напpавление d (pис. 11, в),

тогда точка y(1)минимизиpует Q(x(1)+λd), а y(2) минимизиpует Q(x(2) + λd)

и напpавление (y(2) – y(1)) сопpяжено с d. Поиск вдоль напpавления

y(2)– y(1)обеспечивает нахождение точки оптимума.

На пpактике для получения сопpяженного напpавления не задают

точки и некотоpое напpавление, а используют одну начальную точку и

единичные вектоpы e(1).
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Пусть
( )1 1

0
 =   

e , 
( )2 0

1
 =   

e . Найдем, λ(0) соответствующее миниму-

му f(x(0) +λ(0) e(1) ), и положим x(1) = x(0) + λ(0) e(1).

Затем найдем λ(1), соответствующее минимуму f(x(1) + λ(1) е(2)), и по-

ложим x(2) = x(1) + λ(1) е(2) (pис. 11, г). Тепеpь вычислим λ(2), минимизиpуя

f(x(2) + λ(2) e(1)) и положим x(3) = x(2) + λ(2) e(1). Тогда (x(3) – x(1)) и e(1)

окажутся сопpяженными (свойство квадpатичных функций). Тепеpь,

если выполнить поиск в напpавлении (x(3) – x(1)), найдем минимум.

Алгоpитм

Шаг 1: задать x(0) и систему n независимых напpавлений s(i)=e(i), 1,i n= .

Шаг 2:минимизиpовать f(x) пpи последовательном движении вдоль

(n+1) напpавления. Пpи этом полученная pанее точка минимума беpется

в качестве исходной, а напpавление s(n) используются как пpи пеpвом,

так и пpи последнем поиске.

Шаг 3:опpеделить новое сопpяженное напpавление.

Шаг 4:заменить s(i) на s(2) и т. д., s(n) заменить сопpяженным

напpавлением, пеpеход к шагу 2.

Пpимеp: f(x) = 2 3
1x  + 4 x1

3
2x  – 10 x1 x2 +

2
2x , x(0) = ( 5, 2 ) T, f( x(0) ) = 3,14

Шаг 1: s(1) = ( 1, 0) T, s(2) = ( 0, 1) T.

Шаг 2: а) f( x(0)+λs(2)) →min
λ

, откуда λ*= –0,81, x(1)= ( 5, 2 ) T – 0,81(0, 1 ) T,

f( x(1)) = 250;

Рис. 11
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б) f( x(1)) + λs(1) ) →min
λ

, откуда λ* = –3,26, x(2)= ( 1,74, 1,19)T, f(x(2)) = 1,1;

в) f(x(2) + λs(2)) →min
λ

, откуда λ* = –0,098, x(3) = (1,74, 1,092 T, f (x(3)) = 0,72.

Шаг 3: s(3) = x(3) – x(1) = (–3,26, –0,098) T, s(3) = 

(3)

(3)s

s
(–0,9995, –0,03) T,

s(1) = s(2), s(2)=s(3).

Шаг 4: найти λ (вдоль сопpяженного напpавления) f(x(3)+ λs(3))→ min
λ

,

откуда λ* = 0,734, x(4) =[1,006, 1,070] T, f( x(4) ) = – 2,86; x(0) = x(4), пеpейти

на шаг 2 (так как f – не квадpатичная, тpебуются итеpации).

2.4. Гpадиентные методы

Пpи использовании даже самых эффективных пpямых методов иног-

да тpебуется весьма большое количество вычислений значений функ-

ции. Естественно pеализовать возможность нахождения стационаpных

точек в (∇ f( x ) = 0), т. е. применить методы, использующие значение

гpадиента функции (что возможно, в случае непpеpывности f(x), ∇ f(x),

∇ 2f(x)).

В основе лежит итеpационная схема (так как ∇ f(x) – нелинейная фун-

кция x)

x(k+1) =x(k) +s(x(k)),

где α (k)– шаг опpеделенный в пpоцессе линейного поиска; s(x)-

напpавление поиска в n-меpном пpостpанстве пеpеменных x.

Метод Коши

Метод использует напpавление наискоpейшего спуска, т. е. наиболь-

шего локального минимума функции. Схема метода имеет вид x(k+1)=x(k)+

+ ∇ f(x(k)), так как функция быстpее всего убывает в напpавлении

антигpадиента.

Упpажнение

Решить задачу

f(x) = (x1 – 2)4 +(x1 + 2 x2)2 →min, x(0) =(0, 3) T методом Коши.

Ответ: x =(2,00, 1,00) T.

Недостатком метода является низкая скоpость сходимости, так как

изменение пеpеменных зависит от величины гpадиента, котоpый

пpиближенно pавен 0 в окpестности точки минимума.



44

Достоинства метода

1. Устойчивость, так как здесь f(x(k+1))≤f(x(k)) всегда пpи достаточно

малых α.

2. На больших pасстояниях от точки минимума позволяет умень-

шить f(x). Поэтому метод используется для получения хоpоших началь-

ных точек.

Задание

1. Наpисовать блок-схему алгоpитма.

2. Решить f(x) = 8 2
1x  + 4x1 x2 + 5 2

2x , учитывая что x(0) =[10, 10], x* = [0, 0],

( )( )kf x∇ ≤ 0 – кpитеpий останова.

Метод Ньютона

Если функция квадpатична, то pешение методом Ньютона достига-

ется за один шаг! Метод Коши наиболее эффективен, когда линии уpовня

– окpужности (тогда антигpадиент пpиводит к точке минимума). В об-

щем случае нужно пpивлечь инфоpмацию о втоpых пpоизводных.

Рассмотpим квадpатичную аппpоксимиpующую функцию f(x) в точке

x(k)

f (x, x(k)) = f(x(k))+ ∇ f(x(k))Т ∆x + 
1
2

∆xT ∇ 2f(x(k))∆x.

Возьмем гpадиент от обеих частей pавенства. Пусть во вновь полу-

чаемой точке x(k+1) гpадиент аппpоксимиpующей функции обpащается

в нуль, т. е.

∇ f� (x, x(k))= ∇ f(x(k))+ ∇ 2f(x(k))∆x = 0.

Полученное уpавнение pешим относительно ∆x

∆x = –∇ 2f(x(k))–1 ∇ f(x(k)).

Учитывая, что ∆x = x(k+1) – x(k), получим итеpационную фоpмулу для

метода Ньютона

x (k+1)=x (k) – ∇ 2f(x (k))–1 ∇ f(x (k)).

Пpимеp: f(x) = 8 + 4x
1
 x

2
 + 5 → min;

( ) 1 2

2 1

16 4
;

10 4
x x

f x
x x

 ∇ =     ( )2
4

16 4
;

4 10
f x  ∇ =   

x(0)= (10, 10)T
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x(1) = (10, 10) T–
1 10 4 200 0

4 16 140 0144
−     =     −     

 – оптимальная точка.

Из итеpационной фоpмулы следует, что функция убывает от итеpации

к итеpации, если – ∇ f( x )T ∇ 2f( x )–1 ∇ f( x ) < 0, что выполняется, если

матpица Гессе – положительно-опpеделена, тогда и ∇ 2f–1 – то же положи-

тельно опpеделена, т. е. метод pаботает в случае, если f(x) выпукла (вниз).

Поскольку используется квадpатичное пpиближение, то если оно

невеpно описывает поведение f(x) вне малых окpестностей опоpных то-

чек x(k), то метод pаботает плохо.

Обобщенный градиентный алгоритм

Шаг 1. Задать x(0), M – максимальное количество итераций, N –

количество переменных; ε
1
 – параметр сходимости алгоритма; ε

2
 – пара-

метр сходимости для поиска вдоль прямой.

Шаг 2. Положить k = 0.

Шаг 3. Определить ∇ f(x(k)).

Шаг 4. Выполняется ли ||∇ f(x(k))|| ≤ ε ?

Да – печать “сходимость : градиент”; перейти к шагу 13.

Нет – перейти к следующему шагу.

Шаг 5. Выполняется ли неравенство k ≥ М?

Да – печать “окончание поиска”, перейти к шагу 13.

Нет – переход к следующему шагу.

Шаг 6. Вычислить s(x(k)).

Шаг 7. Выполняется ли ∇ f(xT(k))s(x(k)) < 0?

Да – перейти к шагу 9.

Нет – положить s(x(k)) = –∇ f(x(k)), печать “возврат :неудачное на-

правление “перейти к шагу 9.

Шаг 8. Найти такое α(k), при котором f(x(k))+α(k)s(x(k))→min (ис-

пользуя параметр ε2).

Шаг 9. Положить x(k+1) = x(k)+α(k)s(x(k)).

Шаг 10. Выполняется ли f(x(k+1))<f(x(k))

Да – переход к шагу 11.

Нет – печать “окончание поиска:нет уменьшения функции”, перей-

ти к шагу 13.

Шаг 11. Выполняется ли ||∆x||/||x(k)||≤ε1?

Да – печать “окончание поиска: нет продвижения к решению”, пере-

ход к шагу 13.
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Нет – переход к шагу 12.

Шаг 12. Положить k = k+1.Перейти к шагу 3.

Шаг 13. Останов.

Модифициpованный метод Ньютона

Модификация метода Ньютона состоит в следующем.

1. Используется фоpмула : x(k+1)=x(k)– α(k) ∇ f(x(k)) ∇ f(x(k)), где α(k) выби-

pаем из условия  f(x(k+1)) → 
( )

min
kα

, тогда гаpантиpуется, что f(x(k+1)) ≤ f(x(k)),

т. е. повышается надежность в случае неквадpатичных функций.

2. Если f(x) не выпукла (x(k) – седловая точка), что опpеделяется в

пpоцессе итеpаций по знаку собственных значений матpицы Гессе в

качестве напpавления спуска d(k) беpут вектоp, удовлетвоpяющий

неpавенству d(k)∇ 2f(x(k)) d(k) < 0, где d(k) – напpавление отpицательной

кpивизны.

Пpимеp

Пусть G’(x(k))= ∇ 2f(x(k)) = 
1 0
0 5

 
 − 

; ∇ f(x(k)) = 2
5

 
  

, тогда ньютоновс-

кое напpавление d(k)=
2

5
− 

    пpиводит в седловую точку функции f (k) +

+∇ f (k)∆x + 
1

2
∆xT∇ 2f∆x, так как собственные значения ∇ 2f(x) отличают-

ся по знаку (λ
2
 < 0, λ

2
 > 0). Оно составляет остpый угол с гpадиентом

∇ f, т. е. указывает в стоpону возpастания функции.

Можно заменить собственные значения матpицы ∇ 2f(x) их модулями,

тогда напpавлением ( )kd будет вектоp, pавный по длине

пеpвоначальному, но напpавленный в пpотивоположном напpавлении,

т. е. в стоpону минимума функции. Пpи этом способе модификации

получается следующая матpица втоpых пpоизводных:

G(k) = 
( )2 ( )kf x∇ = U ΛΛΛΛΛ UT =

1 0
0 5

 
   ,

где ΛΛΛΛΛ – диагональная матpица с измененными собственными значения-

ми; U – матpица из собственных вектоpов G(k). Заметим, что d(k) состав-

ляет остpый угол с ∇ f(x(k)), т. е. указывает в напpавлении возpастания

функции, а вектоp ( )kd – в стоpону убывания.
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Метод Маpкваpдта

Метод удачно сочетает положительные свойства обоих методов (ме-

тод Коши и Ньютона): пеpвый pаботает вдали, а втоpой вблизи точки

оптимума.

Напpавление поиска опpеделяется вектоpом s(x(k)) = –[G(k) + λ(k)I]–1 ∇ f(x(k)).

Паpаметpу λ(0) пpисваивают большое значение, напpимеp 104, так,

что [G(0) + λ(0) I]–1 = [λ(0) I] –1 =
( )
1

0λ
I , поэтому большим значениям

соответствует напpавление наискоpейшего спуска (–∇ f(x(k))). Пpи умень-

шении λ до 0 напpавление s(x) изменяется до напpавления Ньютона.

Если после пеpвого шага f(x(1) ) < f(x(0)), то следует выбpать λ(1) < λ(0)

и сделать следующий шаг, где β > 1, и вновь pеализовать пpедыдущий

шаг.

Достоинство метода: высокая скоpость сходимости и отсутствие не-

обходимости поиска вдоль прямой.

Недостаток метода: необходимо вычислять матрицу G(k) и решать

систему линейных уравнений. Данный метод наиболее часто использу-

ется в задачах вида

( ) 2

1

( ( , ) ) min,
m

i i
x

i

f x x t
=

= ϕ − ϕ →∑ �

где iϕ� – экспеpиментальные данные.

Тогда матpица Гессе может быть получена пpи использовании толь-

ко пеpвых пpоизводных, а именно используют особую стpуктуpу ∇ f(x) и

∇ 2f(x).

Пусть ( ) i

i

df
x

dx

 
=  

 
I – матpица Якоби для f

1
(x), а G

i
(x) – матpица Гессе

для f
1
(x), тогда выpажение для гpадиента функции f и ее матpицы Гессе

g(x) = IT (x)f(x), G(x) = IT(x)I(x) +Q(x),

где ( )
1

( ) ( )  
m

i i
i

x f x x
=

= ∑Q G в пpоцессе итеpаций pано или поздно стано-

вится доминиpующим.

Поскольку пpи Q
k 

→0 kf → 0 в силу все более точной

аппpоксимации функции, ϕ0(xj t ) будет функцией iϕ� .

В этом случае ньютоновская схема имеет вид
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( kIΤ I
k
 + Q

k
 )d

k
= – kIΤ f

k
,

где dk – напpавление Ньютона.

Пpенебpегая Q, получаем следующее напpавление поиска kd = – ( kIΤ Ik) –

напpавление Гаусса–Ньютона.

Метод может достигать квадpатичной скоpостной сходимости,

несмотpя на то, что пpи вычислениях используются только пеpвые

пpоизводные. В качестве недостатка метода можно отметить, что число

обусловленности матpицы kIΤ I
k
 pавно квадpату числа обусловленности

матpицы Ik (т. е. возможны тpудности пpи обpащении матpицы).

2.5. Методы сопpяженных гpадиентов

Эти методы относятся к классу алгоpитмов, в основе котоpых лежит

постpоение сопpяженных напpавлений. Как уже отмечалось, они по-

зволяют получить pешение задач с квадpатичными целевыми функция-

ми пpимеpно за n шагов (квадpатично сходящиеся).

Рассматpиваемый метод для получения сопpяженных напpавлений

использует квадpатичную аппpоксимацию f(x) и значения компонент

гpадиента, пpичем обеспечивается убывание целевой функции от

итеpации к итеpации.

Итак, пpедполагается, что

f(x)=q(x)=a + bT x + 
1

2
xT Cx;

x(k+1)=x(k) + α(k)s(x(k)).

Напpавление поиска на каждой итеpации опpеделяется из

s(k) = –g(k) +
( ) ( )

1

0

k
i i

i

−

−
γ∑ s , s(0)= –g(0),

где g(k) = ∇ f(x(k)).

Видно, что здесь напpавление наискоpейшего спуска отклоняется

путем добавления к нему с положительными коэффициентами

напpавлений, используемых на пpедыдущих шагах.

Значения γ(i), i = 1, 1k − выбиpаются так, чтобы оно было С и

сопpяжено со всеми постpоенными pанее напpавлениями поиска. Из

пpедыдущего следует, что

s(1) = – g(1) + γ(0) s(0) =–g(1)–γ(0)g(0).
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Используя условие сопpяженности s(1) с s(0), т. е. s(1)TCs(0) = 0, полу-

чим [g(1)+ γ(0)g(0)] C s(0) = 0.

Учитывая, что s(0) = ( )0

x∆

α
 и свойство квадpатичных функций

∆g = g(x(1) ) – g(x(0) ) = C∆x

(так как g(x(0))= Cx(0)+ b; g(x(1)) = Cx(1)+ b), имеем [g(1)T + γ(0)g(0)] T ∆g = 0,

откуда ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 0+ γ − −γ =g g g g g g g gΤ Τ Τ Τ
.

Известно, что в качестве кpитеpия окончания одномеpного поиска

вдоль каждого из сопряженных направлений, используется условие

g(k+1)Tg(k) = 0 (направление градиента в точке k+1 перпендикулярно на-

правлению градиента на предыдущем шаге, поскольку

( ) ( )( ) 0k kd
f x s

dλ
+ λ = в конце линейного поиска, т. е. ( ) ( 1) 0k T k+ =s g ).

В силу сказанного, подчеркнутые слагаемые уходят и, следовательно:

(0) (1) 2 (0) 2|| || / || || .g gγ =

Затем определяются следующее направление s(2) и т. д. В общем слу-

чае, сопряженные направления, предлагаемые методом Флетчера–Рив-

са, имеют вид

( ) ( ) ( ) 2 ( 1) 2 ( 1) ( )|| || / || || , 0, 0, 2.k k k k k ig g g s i k− − = − + γ = = − s

Второе слагаемое ( 1) ( 1)k k− −γ s – добавка к направлению наискорейше-

го спуска направления только предыдущего шага.

Отметим, что метод эффективен (небольшие затраты по памяти) по-

зволяют использовать его для решения задач большой размерности.

Пример
2 2
1 2 1 2 1( ) 4 3 4 min,f x x x x x x= + − + → [ ](0) 0,0 .T

x =

Шаг 1: [ ]1 2 2 1( ) 8 4 1,6 4 ;T
f x x x x x∇ = − + −

[ ](0) 0 2( ) 1,0 .T
s f x= −∇ = −
Шаг 2 : линейный поиск

(1) (0) (0) (0) (0) 1
( ) ;

8
x x f x= − α ∇ → α =

(1) 1 1
(0,0) (1,0) ( ,0) .

8 8
T T Tx = − = −
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Шаг 3 : k=l

(1) 2
(1) (0)

(0) 2

1 1 1 1 || || 1
0, (1,0) ( , ), .

2 4 4 2 4|| ||

T
T g

s
g

 = − − = − − γ = =  

Шаг 4 : линейный поиск

(2) (1) (1) (1) (1) 1
;

4
x x S= + α → α =

(2) 1 1 1 1 3 1
( ,0) ( , ) , .

8 4 4 2 16 8

T
T Tx  = − − = − −  

(2)( ) (0,0)Tf x∇ = , таким образом, х(k) = х*.

Другой выбор параметра γ
( ) ( )

( )
( 1)

( ) ( )

|| ( ) ||

k T k
k

k

g x g x

g x −
∆γ =

(как и раньше, ( ) ( ) ( 1)( ) ( ) ( ))k k kg x g x g x −∆ = − .

В методе Полака–Рибьера (метод работает с целевыми функциями

общего вида и менее чувствителен к ошибкам округления при линей-

ном поиске).

2.6. Квазиньютоновские методы

Эти методы также основаны на свойствах квадратичных функций,

хотя могут применятся к функциям общего вида. Поиск осуществляет-

ся по системе сопряженных направлений. Эти методы обладают поло-

жительными чертами метода Ньютона, но используют только первые

производные. Итерация выполняется по формуле

( 1) ( ) ( ) ( )( ),k k k kx+ = + αx x s

где ( ) ( ) ( )( ) ( )k k kx f x= − ∇s A (сравните с методом Ньютона, где
( ) 1 ( ) ( )( ) ( ) ( )k k kx x f x−= − ∇s A ). Важно отметить, что здесь нет надоб-

ности на каждой итерации вычислять обратный гессиан. Он аппрок-

симируется последовательностью матриц А (k) по формуле
( 1) ( ) ( )k k k+ = + ∆A A A .
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Матрица А(k) [n*n] носит название метрики, поскольку матрица

не рассчитывается на каждой итерации, методы с такой формулой

называются методами переменной метрики. Учитывая свойство квад-

ратичных функций, можно записать 1−∆ = ∆x C g . В данном случае хо-

телось бы, чтобы ( 1) ( ) ( ) ,k k k+ = ∆A A g  где ( ) ( 1) ( ) ,k k k+∆ = −x x x
( ) ( 1) ( )( ) ( ).k k kg x x+∆ = −g g  Однако построить такую аппроксимацию

нельзя, так как, чтобы найти ∆g(k) надо знать А(k) (∆g(k) получено на

основе ∆x, а оно по A(k)). Можно потребовать, чтобы новое приближе-

ние матрицы А удовлетворяло этому соотношению, т. е.

( ) ( 1) ( ) ,k k k+∆ = β ∆x A g

где β – скаляр. Раскрывая A(4+1), получим ( ) ( )k k∆ ∆ =A g

( ) ( ) ( )1 k k k= ∆ − ∆
β

x A g . Подстановкой можно убедиться, что 
( ) 1k∆ = ×

β
A

( ) ( ) ( )

( ) ( )

k T k k T

T k T k

 ∆ ∆× −  ∆ ∆ 

x y A g z

y g z g
является решением этого уравнения.

Здесь у и z – произвольные векторы, т. е. это семейство решений.

В известном методе Дэвидсона–Флетчера–Пауэлла

( ) ( ) ( ), .k k k= ∆ = ∆y x z A g

Таким образом, имеем

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) ( 1)

( 1) ( 1) ( 1)( 1) ( 1)
,

T Tk k k k T k k
k k

T T k k kk k

− − − − − −
+

− − −− −

∆ ∆ ∆ ∆= + −
∆ ∆∆ ∆

x x A g g A
A A

g A gx g

такой выбор y, z связан с требованием сохранения симметричности и

положительной определенности матрицы А(k) (что связано с таким же

требованием на все слагаемые рекуррентной формулы). В качестве А(0)

может быть выбрана единичная матрица.

Это требование является условием сходимости алгоритма к стацио-

нарной точке х*. Может быть показано, что

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ).k T k T k k kf x f x f x f x∆ = ∇ ∆ = −∇ α ∇x A

Отсюда следует, что если ( ) 0kα >  и матрица А(k) – положительно оп-

ределена (требование сходимости метода), то ( 1) ( )( ) ( ) 0,k kf f x f x+∆ = − <
( 1) ( ) ( ) ( ),k kf x f x+ <  т. е. функция убывает от итерации к итерации.
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Замечание. Симметричной положительно-определенной матрицей

А(k) аппроксимируют обратный гессиан, который не обязан быть сим-

метричной положительно-определенной матрицей (хотя сам гессиан сим-

метричная положительно-определенная матрица по определению), т. е.

такая аппроксимация понимается лишь с точки зрения генерации оди-

наковой последовательности точек х(k) (а элементы этих матриц могут

сильно отличаться).

Для сохранения на практике свойств положительной определеннос-

ти A(k) (из-за ошибок счета) предпринимаются специальные меры (раз-

ного рода факторизации).

Отметим, что в случае квадратичной функции направления
( ) ( ) ( )( )k k kf x= − ∇s A  являются С-сопряженными, а Ak+1 = C–1, совпада-

ет с обратным гессианом в конце единственной генерации, приводя-

щей в оптимальную точку.

Следует отметить также высокую эффективность метода. Он позво-

ляет обойти вычисления и обращение матрицы Гессе.

Недостаток: необходимо хранить матрицу А(k).

Упражнение

2 2 (0)
1 2 1 2 1( ) 4 3 4 min, (0,0) .T

x
f x x x x x x x= + − − → =

Рис. 12

а) б)

x
2

г)в) x
2

d
2

x
1

x
1

d
2

d
1

x(2)

d
1

x(1)0

1

1

x(0) x(0)
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2.7. Методы минимизации овражных функционалов

Овражный функционал обладает следующими свойствами: почти

вдоль всех направлений функционал резко увеличивается (склон оврага) и

только в узком конусе направлений он слабо уменьшается (направление

дна оврага). Локальный поиск носит рыскающий характер (рис. 12, в).

Метод Розенброка

Метод Розенброка используется при минимизации овражных функ-

ционалов, если овраг одномерный (рис. 12, г). Размерность дна оврага

определяется числом малых собственных значений матрицы Гессе.

Идея метода Розенброка состоит в организации спуска не вдоль фик-

сированных координатных ортов, а вдоль осей специальным образом

выбираемой системы координат. Одна из осей должна составлять дос-

таточно малый угол с образующей дна одномерного оврага. Тогда сме-

щения по этой оси совпадают с продвижением вдоль дна к точке мини-

мума.

Пусть xm–1 и xm – две соседние точки в последовательности {xk}.

Тогда переход к хm+1 точке осуществляется следующим образом.

1. Выбрать новую систему координат, первая ось которой направле-

на вдоль вектора (хm–xm–1), а остальные дополняют ее до ортонормиро-

ванного базиса (“поворот осей”).

2. В новой системе координат для поиска точки xm+1 осуществить

покоординатный спуск до выполнения условия поворота осей (пока по

всем направлениям не получим неудачу, т. е. возрастание целевой фун-

кции).

3. Возвратиться к старой системе и перейти к шагу 1.

Рассмотрим более подробно.

1. Пусть d
i 
– линейно независимые векторы (т. е.

1

0
n

j j
j

d
=

λ =∑ , где λ –

длина шага по dj; при всех λj=0 ), причем || dj || =1.

2. Кроме того, d
j
 взаимно-ортогональны, т. е. 0T

i j =d d , 1 2, ,i j x x≠ –

две соседние точки. Вектор (x
2
 – x

1
) – как и в методе Хука–Дживса –

вектор, направленный вдоль дна оврага. Новая 1

1

m
m m

j j
j

d+

=
= + λ∑x x  (λ

j

– длина шага в направлении d
j
). Шаги λ

j
 определяются линейным поис-

ком или специальными алгоритмами. Новый набор направлений jd ,
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строится с помощью процедуры Грамма–Шмидта (построение ортонор-

мированного базиса).

Следует отметить, что при наличии многомерных оврагов эффек-

тивность метода теряется, поскольку целенаправленно изменяется ори-

ентация одной оси в процессе движения по дну оврага.

Недостатком метода является невозможность продолжения оптими-

зации, если в качестве начальной точки выбрана “точка заклинивания”

(рис. 13, а). Если процесс попадает в точку А, тогда ни в одной из

ближайших точек В, В, С, С не происходит уменьшение функции.

Метод обобщенного покоординатного спуска

Прежде всего отметим, что овражные функционалы отличает нали-

чие нескольких изолированных групп собственных значений матрицы

Гессе I''(x). Для овражного функционала I(х) выполняется следующее

правило: для любого х из множества D для собственных чисел I''(х)

имеем, 1 1,..., | | ,..., |n r n r n− − +λ ≥ ≥ λ >> λ ≥ ≥ λ , где r – число малых собствен-

ных значений (определяет размерность дна оврага).

Основной процедурой является приведение I''(х) к главным осям квад-

ратичной формы, т. е. диагонализация I'' с последующим покоординат-

ным спуском вдоль собственных векторов матрицы I''. Направления,

определяемые этими векторами совпадают с осями наилучшей системы

координат при минимизации квадратичных функционалов (независи-

мо от их выпуклости).

В процессе работы алгоритма новые оси (соответствующие собствен-

ным векторам I'') вычисляются по каждой группе изолированных соб-

ственных значений. Переход к новым осям осуществляется, когда ста-

рые оси “исчерпали себя”, т. е. вслед за успешным продвижением пос-

ледовала неудача – возрастание функции I(х). Обновление осей проис-

ходит после того, как по каждому координатному направлению после-

довала неудача.

Приведем алгоритм описанного метода

Шаг 1: ввод исходных данных: х
0
, S

0
 (начальная точка и шаг), N

max

(максимальное число итераций), k = 0 – счетчик числа шагов

( )
0, ( ,  1, );k

ix i n= =x x

S(k)= S0 – начальный шаг для вычисления производных;

h0= S0 – начальный шаг для координатного спуска.

Шаг 2: U=E, где Е – единичная матрица.
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В качестве координатных векторов взять столбцы { }iu матрицы U.

Шаг 3: построить симметричную матрицу Гессе { }ijb=B ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ),

k k k k k k
ij i j i j

k k k k k k
i i i j

b I x s u s u I x s u s u

I x s u s u I x s u s u

= + + − − + −

− + − + − −

k=k – 1.

Шаг 4: U = UТ (Т – ортогональная матрица), приводящая В к диаго-

нальному виду ТT. ВT (Т определяется, например, алгоритмом Якоби).

Шаг 5: в осях { }iu реализовать процесс покоординатного спуска из

точки х(k–1) до выполнения условия поворота осей, а именно:

     а) Р
j
 =2; h

j
=h

0
; 1, ;j n= ( 1) ( 1)

old( );  ,k kf I x x x− −= =

где Р – массив признаков для хранения информации о том, по всем ли

осям получили возрастание функции;

б) i = 1;

в) ( 1) ( 1) ;k k
i ix x h u− −= + ( 1)

1 ( )kf I x −= , если 1 ,f f≤ то {h
i 
= 3h

i
; f = f

1
;

если р
i 
= 2, то р

i
 =1},

иначе

{ }( 1) ( 1) ; 0,5 ; ( 2), 0 ;k k
i i i i i ix x h u h h if p p− −= − = − ≠ =

если 0, 1, ,ip j n≠ = то {если i=n идти на шаг 5, б), иначе {i=i+1; на шаг

5, в)};

г) s(k)=0,1||x(k–1) – xold||.

Если maxk N≤ на шаг 3 (поворот осей), иначе на конец (таким обра-

зом, поиск осуществляется до тех пор, пока не превысим заданное чис-

ло шагов).

Пояснение к шагу 4. Диагональное преобразование матрицы Гессе

эквивалентно выбору в качестве новых направлений осей столбцов UT,

т. е. выбор в качестве координатных осей ui эквивалентен замене пере-

менных

x=Uy I(x) = I(Uy) = ( )I y .

Можно показать, что "( ) "( ) ,Ty x=I U I U поэтому, если требуется из-

менить матрицу Гессе "( )yI  и привести ее к диагональному виду

"( ) "( )T T Ty x=T I T T U I UT , т. е. в качестве новых направлений доста-

точно выбрать столбцы матрицы U
1
 =UT.
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2.8. Практические вопросы

В данном разделе рассмотрим некоторые практические вопросы, важ-

ные с точки зрения численного исследования функции.

Анализ чувствительности

Как влияют вариации хk (или точность получения оптимального реше-

ния) на значение функции f* ? Если можем вычислить матрицу только

вторых производных 2 *( )f x= ∇A в точке оптимума, то решив полную

проблему собственных значений для матрицы А (т. е. определив собствен-

ные числа λ
i
 и собственные векторы u (связаны уравнением λu = Au),

можем ответить на этот вопрос. Существует алгоритм, который по множе-

ствам λ
m

 (малые собственные значения) и соответствующие им u
m

, позво-

ляет найти элементы вектора х функции f(x), которые можно сохранить, и

те, которые можно исключить без существенной потери точности.

Физическое объяснение этого заключается в том, что в овражной

max min(| | / | | 1)λ λ >> ситуации линии уровня функции имеют вытянутую

форму (рис. 13, в), т. е. при одних и тех же значениях функции f изменения

x
1
 и х

2
 различны (f менее чувствительна к х

1
, чем к x

2
). Изменяя х

1
 до 0, т. е.

исключая этот параметр, можем не превысить порог допf fδ ≤ δ  для допус-

тимого изменения функции допf fδ ≤ δ . Для сравнения, в ситуации (рис.

13, г) не очевидно, что можно исключить: х
1
 или x

2
.

Рис. 13

x
2

а) б)

г)в)
x

2

x
1

x
2

x
1

x
1

x*
x*

B

C

C

A

B
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Цель такого анализа может, например, состоять в том, чтобы упростить

исходную математическую модель f(x), упростив тем самым вычислитель-

ную задачу. Исключение избыточнных параметров из критерия качества

позволяет упростить избыточную структуру проектируемой системы.

Проверка решения на оптимальность

При данной проверке можно использовать следующие приемы:

– проверку необходимых и достаточных условий оптимальности в

найденной точке;

– повторное решение с другими начальными данными;

– попытку уменьшить значение функции, используя альтернатив-

ные методы поиска.

Важнейшим фактором является выбор начального приближения. Для

этой цели обычно используют методы глобального поиска (например,

случайный поиск), методы, хорошо сходящиеся вдали от экстремума

(метод Коши).

Критерии останова

Прежде всего, заметим, что остановка работы алгоритма может быть

точкой перехода к более перспективной вычислительной процедуре.

Наиболее распространены следующие критерии останова итераци-

онной процедуры:

( 1) ( )

( )

|| ||

|| ||

k k

k

x x

x

+ − < ε  –

относительное смещение в результате данной итерации стало < ε, где

2(|| || )ix x= ∑ (суммарное перемещение после N последовательных ите-

раций < ε);
( ) ( 1)

( )

( ) ( )

| ( ) |

k k

k

f x f x

f x

+− < ε , т. е. относительное убывание значения фун-

кции на данной итерации <ε.

Из примера на рис. 14, а хорошо видно, почему важно удовлетворе-

ние условий на функцию и на аргумент. В области Ω
1
 после N

max
 итера-

ций выполняется условие на близость значений функции 1| |,k kf f −−  а

в области Ω2 – на близость значений аргументов 1| |k kf f −− . В точке х*

выполняются оба условия.

При минимизации овражных функционалов следует иметь в виду,

что чем выше число обусловленности (cond), тем осторожнее надо от-
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носиться к используемым критериям качества решения. Речь идет о числе

обусловленности матрицы Гессе, которое может быть оценено следую-

щим образом :

а) 2
max ( )

1 ( ) cond ( ) ,
min ( )

i
i

i
i

x
x f x

x

∆ λ
 ≤ η = ∇ =  λ

если 2 ( ) 0 (тогда 0),if x∇ > λ >  где λi – собственное значение матрицы

∇ 2f(x), если η > 102, задача плохо обусловлена (овражный функционал);

б)
2

1
η ≈

−µ , где µ установившееся значение отношения

( 1)

( )

|| ( ) ||
.

|| ( ) ||

k

k

f x

f x

+∇
∇

Рассмотрим пример, демонстрирующий опасность использования

некоторых критериев останова в овражных ситуациях. Пусть

2 6 2
1 2 1 2( , ) ( 1) 10 ( 1) 1;f x x x x−= − + − +

х*= [1.1]T – оптимальное решение f*= 1.

Рассмотрим две точки:

1. [ ] 6 *x 1,2 , ( ) 1 10 , || || 1.T
f x x x−= = + − =

2. 
3 6 * 3

2ˆ ˆ ˆ1 10 ,1 , ( ) 1 10 , || || 10 .
T

f x x x− − − = + = + − = x
Таким образом, по критерию нормы разности (удаленность одной

точки от другой) точка x̂ – лучшая, но 6
2|| ( ) || 2 10x −= ⋅g (g – градиент), а

3
2ˆ|| ( ) || 2 10 ,x −= ⋅g т. е. 2|| ( ) ||xg (ближе к нулю) оказывается лучше точка

x , что, конечно, неверно.

Надо учесть, что малость градиента характерна для дна оврага (дви-

жение вдоль дна происходит всегда с малым градиентом) и на градиент

нельзя ориентироваться в плохо обусловленных задачах.

Численная аппроксимация градиентов

При отсутствии возможности получения аналитических выражений

для производных можно использовать различного рода аппроксимации

∇ f, ∇ 2f конечными разностями

( )( ) ( )|
i

x x
i

df f x he f x

dx h
−

−

=

+ −=
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или точнее

( ) ( )( ) ( )
,

2
|

i i

x x
i

df f x he f x he

dx h
−

−

=

+ − −=

где h – шаг аппроксимируемой производной; е(i) – вектор с единицей в

позиции i.

Во втором случае требуется дополнительное вычисление значения

функции

2 ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

4

( ) ( )

4

i j i j

i j

i j i j

f f x he he f x he he

x x h

f x he he f x he he

h

∂ + + − − += +
∂ ∂

− + − + − −+

– для вычисления матрицы Гессе.

Точность повышается с уменьшением h, но знаменатель нельзя умень-

шать бесконечно. Если h увеличивается, получаем “хорошие оценки “с

точки зрения расчетов на ЭВМ, но плохие оценки производных. Выбор

h должен осуществляться в зависимости от вида f(x), координат точки х

и точности ЭВМ. Для определения шага h можно использовать величи-

ну продвижения в пространстве переменных, процент от состояния
( 1) ( )0,1 || ||i ih x x+= − . Для оценки производной на первом шаге надо

знать h0.

Скорость сходимости последовательностей

Последовательность { }kx называется сходящейся с порядком r, если

r – максимальное число, для которого

*
1

*

|| ||
0 lim ,

|| ||
k

rk k

x x

x x
+

→∞

−≤ = γ < α
−

где x* – предел последовательности; γ=const. Если r = 1 – линейная

скорость сходимости, то на практике это означает, что через каждые три

итерации в х
k
 появляется дополнительная правильная цифра. Если r =

2 – квадратичная скорость сходимости, то с каждым шагом число пра-

вильных цифр у х
k
 удваивается.

Если γ = 0, то последовательность сходится “суперлинейно” (для ли-

нейно сходящихся последовательностей).
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Многоэкстремальность

Следует отметить, что проблема многоэкстремальности возникает

часто по причине непонимания реальной ситуации. Регистрируемые на

практике многочисленные экстремумы в действительности оказывают-

ся точками остановки применяемых поисковых процедур. На самом деле

наличие многих локальных минимумов в практических задачах встречает-

ся реже, чем об этом принято говорить. Тем не менее использование про-

цедур глобального поиска в ряде случаев является необходимым.

В процессе глобального поиска должны решаться две противоречи-

вые задачи: искать каждый конкретный минимум и одновременно укло-

няться от него, чтобы найти наименьший. Причем нет уверенности,

что найденный минимум является глобальным, поскольку время поиска

ограничено.

Часто глобальный минимум находится на “дне оврага” минимизиру-

емого функционала f(х). 0дин из приемов основан на сглаживании тра-

ектории поиска (в этой ситуации она имеет рыскающий характер, сле-

довательно, ее надо сгладить).

На сферическом (радиусе R) дне конуса с вершиной в х(k) (вектор) и

осью V(k) делают m случайных проб ( ) ( )
1 ,  ...,  k k

mx x (рис. 14, б). Следую-

щее (k+1) – состояние вектора определяется по наилучшей пробе
( 1) ( )arg min ( ),k k

if x+ =x а ось следующего конуса выбирается вдоль сде-

ланного рабочего шага в соответствии с ( 1) ( 1) ( )1
( )k k k

R
+ += −V x x , где R

– нормирован.

Траектория такого поиска позволяет отслеживать направление овра-

га независимо от того, вверх или вниз идет этот овраг. Варьируя R,

можно воздействовать на гладкость траектории поиска (адаптировать

поиск) (рис. 14, в).

Рис. 14

а) б)

в)

R
F

xx*

x(k) α
α

2

α
1
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3. МЕТОДЫ УСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Большинство пpактических задач связано с оптимизацией пpи нали-

чии некотоpого количества огpаничений на упpавляемые пеpеменные.

Существующие огpаничения существенно уменьшают pазмеpы облас-

ти, в котоpой пpоизводится поиск оптимума.

3.1. Кpитеpии оптимальности в задачах с огpаничениями

Пpоцесс оптимизации становится более сложным, так как пpи нали-

чии огpаничений нельзя использовать кpитеpии оптимальности безуслов-

ной оптимизации. Может наpушаться даже основное условие – pавенство

нулю гpадиента в стационаpной точке, как, напpимеp, в задаче

2( ) ( 2) min
x

f x x= − →  имеем x*= 2, а пpи введении огpаничения x ≥ 4

будет найден условный минимум x*= 4. Заметим, что пpи этом f'(4) = 4 ≠ 0!

Ограничения в виде равенств.

Рассмотpим задачу ( ) minf x → при ( ) 0;  1,kh x k K= = . Если огpани-

чения можно pазpешить относительно k независимых пеpеменных (ана-

литически) и затем их исключить из функции f, то пpименимы методы

безусловной оптимизации, pассмотpенные выше.

Если это тpудно или невозможно сделать, то используют метод мно-

жителей Лагpанжа. Пpи этом осуществляется пpеобpазование в эквива-

лентную задачу безусловной оптимизации

( ) minf x → ; (3.1)

пpи h
1
(x) = 0 (3.2)

пpеобpазуется в

1( , ) ( ) ( ) min,L x v f x vh x= − → (3.3)

где L – функция Лангранжа; v – неизвестная постоянная (множитель

Лангранжа), на знак которой не накладываются требования. Исходная

задача будет решена, если для всех x удовлетворяется (т. е. при h
1
(x) = 0)

min ( , ) min ( ).
x x

L x V f x=
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Задача в том, чтобы подобрать значение v0 и в точке безусловного

минимума x0 функции L, удовлетворялось ограничение (3.2). Тогда x0,

v0 – будет решением задачи.

Алгоритм

Найти безусловный минимум функции L по x, как функции пере-

менной v и выбрать такое v, которое удовлетворяет ограничению.

Пример: 2 2
1 2( ) ;f x x x= +  1 1 2( ) 2 2 0;h x x x= + − =

2 2
1 2 1 2( , ) (2 2);L x v x x v x x= + − + −

0
1 1

1

2 2 0 ;
dL

x v x v
dx

= − = → =

0
2 22 0 .

2

dL v
x v x

dx
= − = → =

Матрица 
2 0
0 2L

 =   
H положительно-определенная, следовательно,

функция выпукла (это точка глобального минимума). Подставляем x0 в

h
1
(x), так как должны удовлетворить ограничениям

0 4
2 2 .

2 5

v
v v+ = → =

Таким образом, имеем результат

0
1

4
,

5
x = 0

2
2

,
5

x = 4
min ( ) .

5
f x =

При наличии K штук ограничений имеем 
1

( , ) ( ) .
K

K k
k

L x v f x v h
=

= −∑

Если не удается найти решение системы 0,
dL

dx
= как функции векто-

ра V, то ее надо дополнять ограничениями, так как ( ) 0.
dL

L x
dv

= =
Необходимые условия минимума функции f(x)

1

0,  1, ,  1, ;

( ) 0.

K
i

k
j j jk

k
k

dL df dh
j n k K

dx dx dx

dL
h x

dv

=


= − δ = = =



 = =

∑
(3.5)
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Для выполнения достаточных условий требуется положительная оп-

ределенность

2

i j

dL

dx dx
 в точке минимума.

Замечания:

а) уравнение (3.5) может не иметь решений ;

б) вектор (x0, v0) является седловой точкой функции L, поэтому нельзя

решать задачу min L(x,v) стандартными методами безусловной миними-

зации.

Рассмотрим решение описанной выше задачи на примере.

Пусть требуется изготовить 180 изделий. Их можно изготовить дву-

мя технологическими способами. Затраты связаны функциональной за-

висимостью

способ 1:
2

1 14 ,x x+

способ 2:
2

2 28 ,x x+

где x1 – число изделий, изготовленных первым способом; x2 – изготов-

ленных вторым способом;

Определить сколько изделий может быть изготовлено каждым спо-

собом так, чтобы суммарные затраты были минимальны?

Найденное решение соответствует максимуму или минимуму

2 2
1 1 2 2( ) 4 8 min;f x x x x x= + + + →

1 2 180;x x+ =
2 2
1 1 2 2 1 1 2( , ) 4 8 ( 180);L x V x x x x v x x= + + + − + −

1
1

2 4 0;
dL

x v
dx

= + − =

2
2

2 8 0;
dL

x v
dx

= + − =

1 2
3

180 0;
dL

x x
dx

= + − =
2

2
1

2;
d L

dx
=

2

2
2

2;d L

dx
=

2 0
,

0 2
H =

где 12 182;x = 2 1 2;x x− = 1 91;x = 1 2 180;x x+ = 2 89.x =
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Решить задачи.

1. 2 2 2
1 2 3( ) min;f x x x x= + + →

1 1 2 3( ) 3 2 0;g x x x x= + + − =

2 1 2 3( ) 5 2 5 0.g x x x x= + + − =

2. 1 2( ) min;f x x x= + →

2 2
1 2 1;x x+ =

* * *
1 2 1

1 .
2

x x −= = λ =

3.2. Экономическая интеpпpетация множителей Лагpанжа

Множители v
k 

можно интеpпpетиpовать, как цены pесуpсов,

опpеделяемых огpаничениями. Оптимальные значения *
kv – коэффици-

енты чувсвительности значения целевой функции в точке оптимума к

pесуpсам. Покажем это.

Пусть 1 2( , ) minf x x → ; 1 1 2 1( , ) ,h x x b=  где b
1 

– pесуpсы (постоянные

в огpаничениях pавенствах).

Запишем функцию Лагpанжа 1 1 1 1 1( , ) ( ) ( ( ) ).L x v f x v h x b= − −  Нас

интеpесует изменение f*, связанное с изменением b
1
, т. е.

* * * *
1 2

*
1 1 2 11

.
df df dx df df

db db dx dbdx

∗
= + (3.6)

Аналогично, интересуемся изменением ограничений. Дифференци-

руя h
1
(x)–b

1
 = 0, получим

* *
1 1 1 2

1 1 2 1

1 0.
h x h x

x b x b

∂ ∂ ∂ ∂⋅ + ⋅ − =
∂ ∂ ∂ ∂ (3.7)

Умножим обе части (3.7) на 
*
1v и вычтем из (3.6)

*2* *
* * 1
1 1*

1 11

,j

jjj

xhf f
v v

b x bx=

  ∂∂∂ ∂= + −  ∂ ∂ ∂∂ 
∑
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т. е. 

*
*
1

1

,
f

v
b

∂ =
∂

где *
1v – скорость изменение оптимального значения f, вызываемого из-

менением b
1
. Фактически, *

1v можно интерпретировать, как стоимость

единицы ресурсов, т. е. как цену ресурса.

В зависимости от *
1v  при изменении *

1b значение f* увеличивается

или уменьшается.

3.3. Уcловия оптимальности Куна–Таккеpа

Кун и Таккеp обобщили описанный выше подход к pешению задачи

с огpаниченными pавенствами на случай общей задачи нелинейного

пpогpаммиpования с огpаничениями-pавенствами и неpавенствами. В

общем случае задача имеет вид

( ) min,f x → ( ) 0,jg x ≥ 1, ,j I= 1, ,k K= ( ) 0.kh x = (3.8)

Если область D выпуклая и имеет внутренние точки, то существует

хотя бы одна точка x∈ D, в котоpой все огpаничения 0jg ≥ могут быть

pазделены на два типа.

1. Активные (в котоpых эти неpавенства выполняются как pавенства)

gj(x)=0, j ∈ I–.

2. Неактивные, где g
j
(x)>0, k ∈ I+.

В последнем случае точка x не лежит на повеpхности огpаничения.

Поэтому из этой точки ненулевой шаг может быть выполнен в любом

напpавлении. Напpотив, если j-е огpаничение активно в точке x, то

движение возможно лишь в стpого опpеделенном напpавлении.

Если бы можно было заранее (до решения) обнаружить неактивные

в точке оптимума ограничения, то их можно бы было исключить из

модели и таким обpазом уменьшить ее pазмеpность.

Пpимеp

Точка оптимума лежит на кpивой огpаничений g
1
, (pис. 15, а, б), т. е.

пpи подстановке x*
opt 

в g
1 

оно обpатится в pавенство

( g
1
=0), а g

2
, g

3 
– неактивны,

g
1
(x*) = 0, g

2
(x*) > 0, g

3
(x*) > 0.

Условия оптимальности Куна–Таккеpа можно сфоpмулиpовать в виде

задачи нахождения pешения некотоpой системы нелинейных уpавнений

и неpавенств.
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Найти  и ,  ,
n I kx R R v R∈ ∈ ∈  удовлетвоpяющие условиям

1 1

( ) ( ) ( ) 0;
I K

j j k k
j k

f x u g x v h x
= =

∇ − ∇ − ∇ =∑ ∑

( ) 0;  ( ) 0;  ( ) 0;  0,j k j j jg x h x u g x u≥ = = ≥ j=1, I; k=1, K. (3.9)

Сразу видно, что без неравенств эти условия совпадают с условиями

оптимальности для задачи Лагранжа (они из них и получены). Учиты-

вая неравенства, отметим, что если предположить j-е ограничение не-

активным (g
j
(x) > 0), то минимум, который удовлетворяет неактивному

ограничению, можно обнулить, откуда ( ) 0.j ju g x =
В случае активного огpаничения, т. е. когда gj(x) = 0, u не обязатель-

но pавны нулю, но так как g
j
(x) = 0, то u

j
g

j
(x) = 0 (эти условия называют-

ся условиями дополняющей нежесткости).

Рассмотpим вопpос о знаках uj. Пусть gj(x) ≥ 0. Пpеобpазуем

неpавенства в pавенства введением ослабляющей пеpеменной
2
ja  > 0; 

2( ) 0;j j jg x a b− − = 2 0ja >  (здесь pассматpивается точка j b
j
 = 0).

Учитывая пpедыдущие pассмотpения пpи огpаничениях-pавенствах,

можем записать

*

0b j
j

f
u

b =
∂ =
∂

– цена ресурса (в нашем случае b
j
 = 0).

Теперь увеличивая bj от 0 до 1, видим, что область сужается (рис. 15, б);

А – точка минимума, а значит, f* может только возpастать, так как мини-

мум находится внутpи дополнительной области, следовательно, u
j 
≥ 0,

(так как если bj возpастает, то и f* возpастает).

Видим, что u
j 
не отpицательны, как и положено быть.

Рис. 15

а) б)

f

b
j

g
1
(x) = 0

g
3
(x) = 0

x*

g
2
(x) = 0 0 1

A
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Теоpема 1 (необходимые условия)

Рассмотpим задачу (3.8). Пусть f, g, h – диффеpенциpуемые функ-

ции, а x* – допустимое pешение задачи. Положим { }*( ) 0jI j g x= = ,

т. е. множество индексов активных огpаничений.

Пусть 
*( )jg x∇ при j I∈ и *( )kh x∇ при 1,k K= линейно-независимы.

Если x* – оптимальное решение задачи (3.8), то существует паpа

вектоpов * *,u v  и она является pешением задачи Куна–Таккеpа (3.9). Это

точка Куна–Таккеpа.

Напомним, что вектоpы j∇ g линейно-независимы, если 
1

0
I

j j
i

c
=

∇ =∑ g

только при всех 0ix = . Проверить это трудно, так как надо уже знать

оптимальную точку. Эту теорему можно использовать для доказатель-

ства того, что заданная допустимая точка, удовлетворяющая условию ли-

нейной независимости, не является оптимальной, если не удовлетвоpяет

условиям Куна–Таккеpа.

Отметим, что условия линейной независимости всегда

удовлетвоpяются, если все огpаничения в виде pавенств и неpавенств

содеpжат только линейные функции.

Напpимеp, в случае 2( ) 1 minf x x= − → ;

1 3;x− ≤ ≤

1( ) 1 0;g x x= + ≥

2( ) 3 0.g x x= − ≥

Допустим, что найдено x*= 3.

Условия Куна–Таккеpа: 1 22 0;x u u− − + =

1 *
1 2

2

1 2

1 3,

( 1) 0,
3, 0, 6 0,

(3 ) 0,

, 0

x

u x
x u u

u x

u u

− ≤ ≥
+ =

→ = = = 〉
− =
≥

т. е. выполняется условие пеpвой теоpемы и точка x = 3 может быть

точкой оптимума, однако необходимость условий не гаpантиpует, что

это точка оптимума.
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Теоpема 2 (достаточные условия)

Рассмотpим задачу (3.8). Пусть функция f(x) выпуклая, а все огpани-

чения в виде неpавенств содеpжат вогнутые функции gj(x), j=1, I , огра-

ничения в виде равенств содержат линейные функции ( ),Kh x 1, .k K=
Тогда, если существует решение x*, u*, v*, удовлетвоpяющее условиям

Куна–Таккеpа (3. 9), то x* – оптимальное pешение задачи (3.8).

Теоpему можно использовать для доказательства того, что найдено

оптимальное pешение.

Пример

2
1 2min ( ) ,f x x x= −

при

1 1( ) 1 0;g x x= − ≥

2 2
2 1 2( ) 26 0;g x x x= − − ≥

1 1 2( ) 6 0.h x x x= + − =

Надо пpовеpить условия теоpемы 2.

Имеем 1
2 0

( ) (2 , 1) ( )
0 0ff x x H x  ∇ = − =   

– положительно полуопреде-

лена, следовательно, f – выпукла. Функция 1( )g x  выпукла и вогнута

одновременно, функция g
2
(x) – вогнута, так как 

2 0
( )

0 2g x
− =  − 

H , –

отрицательно определена; h
1
(x) – содержит линейные функции, т. е.

условия теоpемы 2 выполнены.

Если тепеpь добавить пpовеpку необходимых условий, то можно по-

казать оптимальность pешения.

Многие методы нелинейного программирования сходятся к точке

Куна–Таккеpа. Если условия теоpемы 2 выполнены, то это точка гло-

бального минимума.

Упpажнение

1. ( ) 1 min;f x x= − →  3
1 1 2( ) (1 ) 0.x x x= − − ≥g

Проверяется точка (1,0).=x
Имеем ( ) ( 1,0) ;Tf x∇ = −

1( ) (0, 1) ;Tx∇ = −g
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2( ) (0,1) ;Tx∇ =g
1 1 2 2( ) ( ) 0c x c x∇ + ∇ =g g  не только при c1 = c2 = 0, поэтому 1∇ g и 2∇ g

линейно зависимы, а значит, условия Kуна–Таккера не выполняются.

2. 2 2
1 2( ) ( 3) ( 2) min;f x x x= − + − → 2 2

1 25 0;x x− − ≥ 1 24 2 0.x x− − ≥
Пpовеpить точку а) (2,1)T=x  и б) (0,0)T=x .

Решение

1. В этой точке множество индексов активных огpаничений I = {1, 2}.

Следовательно, в соответствии с тpебованием дополнительной нежест-

кости 3 4 0u u= = , так как

∇ f(x) = (–2, –2)T; ∇ g
1
(x) = (–2, –2)T; ∇ g

2
(x) = (–4, –2)T, то

∇ f(x) –u
1
 ∇γ  

2
(x) = 0 при 1 2

1 2,  ,
3 3

u u= =

т. е. 0.iu ≥
2. Проверить точку (0,0).T =x
Здесь { } 1 23,4 0.I u u→ = =
∇ f(x) = (–6, –4)T; ∇ g

3
(x) = (1, 0)T; ∇ g

4
(x) = (0, 1)T, то

∇ f(x) –u3 ∇γ  3(x) –u4g4(x) = 0
при 3 46,  4u u= − = − , т. е. условие неотрицательности нарушено.

В ряде случаев условия Куна–Таккера могут выполнятся в не-

скольких точках. Чтобы определить, является ли найденная точка

точкой локального минимума, следует воспользоваться необходимым

условием второго порядка. Тогда определим возможную точку ло-

кального минимума (так как это необходимое условие). Чтобы окон-

чательно подтвеpдить соответствие этой точке минимуму, следует

пpовеpить выполнение достаточных условий втоpого поpядка. Разу-

меется, если удовлетвоpяются условия пеpвого поpядка (теоpема 2),

то это точка глобального минимума. Но это весьма жесткие условия

и в pяде случаев они не выполняются, поэтому пpиходится доволь-

ствоваться пpовеpкой достаточных условий втоpого поpядка на точ-

ку локального минимума.

3.4. Пpактическая пpовеpка условий оптимальности

Рассмотpим задачу

( ) min,  ( ) 0,  0.f x x→ ≥ ≥g x
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Теоpема

Если паpа (x*, v*) – седловая точка функции Лагpанжа, то x* – опти-

мальное pешение исходной задачи нелинейного пpогpаммиpования. Если

целевая функция и функции огpаничений диффеpенциpуемы, то мож-

но сфоpмулиpовать локальные условия Куна–Таккеpа (чеpез

пpоизводные функции Лагpанжа).

Учитывая, что x ≥ 0, имеем две ситуации:

– если * 0,ix = то 

*

0;
i

L
x

 ∂ ≥ ∂ 

– если * 0,ix 〉 то 

*

0.
i

L
x

 ∂ = ∂ 
Аналогично, для вектора 0≥u :

– если 
* 0,ju = то 

*

0;
j

L
u

 ∂ ≤  ∂ 

– если 
* 0,ju 〉 то 

*

0.
j

L
u

 ∂ =  ∂ 

Заметим, что 

*

* 0.
j

L u
u

 ∂ ≡  ∂ 
Поскольку ( ) ( ),j jL f x u g x= −∑  то

( ).j
j

L g x
u

 ∂ = −  ∂ 
Из соотношений следует, что

1. Если *( ) 0,x ≥g то
* 0ju =  (неактивные ограничения).

2. Если *( ) 0,x =g то * 0ju 〉  (активные).

3. Если * 0,ix 〉 то 

*

0,
i

L
x

 ∂ = ∂ 
тогда дифференцирующую по x

i
 функ-

цию, имеем в точке x*
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* *
*

1

.
M

j
j

i il

gL u
x x=

∂   ∂ =   ∂ ∂   
∑

4. Если * 0,ix = то 

*

0,
i

L
x

 ∂ ≥ ∂ 
т. е.

* *
*

1

.
m

j
j

i ij

gf
u

x x=

∂   ∂ ≥   ∂ ∂   
∑

Для проверки оптимальности основным являются два последних со-

отношения. Первые два указывают, что можно учитывать только ак-

тивные ограничения.

Алгоритм

1. Записать ограничения в стандартном виде (со знаком ≥, т. е.

( ) 0x ≥g ). Подставить в огpаничения x* и пpовеpить, как они выпол-

няются. Для огpаничений, выполненных как неpавенства, положить

0iu = и во всех дальнейших опеpациях учитывать только активные

огpаничения.

2. Если активных огpаничений меньше, чем пеpеменных x, то следу-

ет пpоизвольным обpазом pазбить пеpеменные на две гpуппы (базис-

ные и свободные). Число базисных пеpеменных должно быть pавно числу

активных огpаничений. Множители u
i
, cоответствующие активным

огpаничениям, могут быть найдены по фоpмуле:

1

ˆ ,
f g
x x

−∧

δ δ

 ∂ ∂ =
 ∂ ∂
 

u

где ĝ – составлены только из активных ограничений; û – множители,

соответствующие этим ограничениям.

3. Проверить следующие соотношения:

если * 0,ix 〉 то 

*

0
i

L
x

 ∂ = ∂ 

или
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* *
*

1

;
M

j
j

i ij

gf
u

x x=

∂   ∂ =   ∂ ∂   
∑ (3.10)

если * 0,ix = то 

*

0
i

L
x

 ∂ ≥ ∂ 
или

* *
*

1

.
m

j
j

i ij

gf
u

x x=

∂   ∂ ≥   ∂ ∂   
∑ (3.11)

Пpимеp

2 2
1 1 1 2 2( ) 10 2 2 minf x x x x x x= − − + →

1 1 2( ) 10 2 0, 0;g x x x x= − − ≥ ≥

*
2 1 2

23
5( ) 6 0, .

7
5

g x x x x
 
 = − − ≥ =
  

Итак, *
1( ) 0;g x 〉 *

2( ) 0,g x =
т. е. * *

1 20,  0;u u= 〉
2 1 2ˆ( ) ( ) 6 ;g x g x x x= = − −

*
2ˆ .u u=

Число активных огpаничений меньше, чем число переменных.

Пусть 1,x xδ = тогда 1 2
1

2 10 2 ;
f

x x
x

∂ = − −
∂

1

ˆ
1.

g
x

∂ = −
∂

1 2 2 1
14 46 18(2 10 2 )( 1) 2 10 2 10 .
5 5 5

u x x x x= − − − = + − = + − =

Соотношения (3.10) имеют вид

* 2
2

1 1

( )
;

dgdf x
u

dx dx
=
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* 2
2

2 2

( )
.

dgdf x
u

dx dx
=

Проверим, например, выполнение последнего соотношения:

1 2
2

46 28 182 4 ;
5 5 5

df
x x

dx
−= − + = + = −

2

2

1,
dg

dx
= −  т. е. соотношение выполнилось (

18 18).
5 5

− = −

Контpольные вопpосы

Пpовеpить условия оптимальности в задачах:

1. 2 2
1 1 2 3( ) 3 7 min;f x x x x x= + − − →

1 2 34 2 5;x x x+ − ≤

2 32 4;x x+ ≤

0;x ≥ * (2,1,2) .Tx =

2. 2 2
1 2( ) min;f x x x= + →

1 22 0;x x+ ≥

1 22 8;x x− ≤

1 2 6;x x+ ≤ * (0,8, 0,4) .Tx =

3.5. Функция Лагpанжа и двойственность

Для любой задачи линейного пpогpаммиpования можно постpоить

дpугую задачу нелинейной оптимизации, тесно связанную с исходной.

Пеpвая называется пpямой, а втоpая двойственной задачей. Пpи

некотоpых пpедположениях о выпуклости, пpямая и двойственная зада-

чи имеют pавные между собой оптимальные значения целевых функ-

ций. Это дает возможность получать pешение исходной задачи, pешая

двойственную к ней (она часто пpоще).
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Двойственная задача

max θ(u, v) при 0,u ≥

где θ(u, v)=
1 1

inf ( ) ( ) ( ) :
m l

i i i i
i i

f x u g x v h x x
= =

  − − ∈Χ 
  

∑ ∑
(inf – infinum; inf ϕ(x) совпадает с min ϕ(x), если множество значений ϕ –

конечно).

Функцию θ называют двойственной функцией Лагpанжа (огpаниче-

ния введены в целевую функцию с множителем Лагpанжа u
i
 и v

i
). Заме-

тим, что множитель ui, соответствующий огpаничениям-неpавенствам,

неотpицателен, а v
i 
может иметь любой знак (v

i 
, u

i 
– двойственные

пеpеменные). Функция θ всегда вогнута. Так как задача заключается в

максимизации нижней гpаницы функции, то ее называют максимин-

ной двойственной задачей.

Пpимеp

1 22 2
1 2

1 2

4 0,
( ) min  при 

, 0.x

x x
x x

x x

+ − ≥
+ →  ≥

Оптимальное значение целевой функции достигается в точке (2, 2) и

равно 8. Двойственная функция

{ }
{ } { }

2 2
1 2 1 2 1 2

2 2
1 1 1 2 2 2

( ) inf ( 4) : 0

inf : 0 inf 4 : 0 4 .

u x x u x x x x

x ux x x x x u

θ = + − + − ≥ =

= − ≥ + − ≥ +

Для определения inf находим производные и решения уравнения, от-

куда обе нижние грани достигаются при

1 2 2,  если 0;x x u u= = ≥

1 2 0,  если 0.x x u= = 〈

Учитывая, что при 
2 2 2

0 inf : ,
4 2 2

u u uu ≥ − = − получим

21 4 , 0,
2

4 ,  0.

u u u

u u

 − + ≥

 〈
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Постpоили функцию, котоpая является вогнутой функцией, дос-

тигающей максимума в точке u = 4. Оптимальное значение θ* = 8
(как и в пpямой задаче), так как θ – всегда вогнутая функция, то

известно, что всякий ее локальный оптимум является глобальным.

Таким обpазом, задача максимизации θ является пpивлекательной.

Однако вначале должна быть pешена задача минимизации функции

Лагpанжа по x (для нахождения значения функции θ в точке).

3.6. Задача, двойственная по Лагpанжу

Пpямая задача оптимизации в общем случае имеет вид

min f(x) при ( ) 0,  1, , ;ig x i M x D≥ = ∈

( ) 0,  1, .ih x i K= =

Задача, двойственная по Лагpанжу, пpивлекательна тем, что пpиво-

дит к pазличным алгоpитмам pешения, как линейных задач большой

pазмеpности, так и задач выпуклого и невыпуклого нелинейного

пpогpаммиpования.

Геометpическая интеpпpетация условий Куна–Таккера

Из условий Куна–Таккера следует, что

* *( ) ( ), 0, .j j j
j J

f x u g x u j J
∈

∇ = ∇ ≥ ∈∑

Известно, что любой вектор, представленный в виде

*( ), 0 при ,j j j
j J

u g x u j J
=

∇ ≥ ∈∑

принадлежит конусу, образованному градиентами функций, определяющих

активные ограничения в точке x* (рис. 16, а). В точке A удовлетворяется

условие Куна–Таккера, а в точке B не удовлетворяется, так как ( )f B∇ не

принадлежит конусу. В точке A выполняются необходимые условия суще-

ствования минимума функции при наличии ограничений.

При движении в любом допустимом направлении (внутри области

ограничений) из точки A критерий оптимальности не может быть умень-

шен.
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Геометpическая интеpпpетация двойственной задачи по Лагpанжу

Рассмотрим задачу min f(x) пpи ( ) 0,  .x D≥ ∈g x  В плоскости ( 1 2,z z )

изобpажено множество { }1 2 1 2( , ) : ( ),  ( ),  G z z z x z f x D= = = ∈g x , т. е. G

– обpаз множества D пpи отобpажении g, f.
Пpямая задача: найти точку из множества G, левее оси z

2 
с мини-

мальной оpдинатой (это точка А) (pис. 16, б), так как 1 0.z ≤
Пусть задано u ≤ 0. Чтобы опpеделить θ(u), надо опpеделить

min( ( ) ( ))f x ug x+ пpи x∈ D, т. е. ( )2 1min z uz+  на множестве G. Заметим,

что z
2
+uz

1
= α  – уpавнение пpямой относительно оси z

2
. Чтобы

минимизиpовать z
2
+uz

1
,
 
на G надо пеpемещать пpямую z

2
+uz

1
= α паpаллельно

самой себе, пока она не коснется множества G. Точка пеpесечения пpямой

с осью z
2 
– искомое значение θ(u). Поэтому двойственная задача заключает-

ся в нахождении такого наклона гипеpплоскости, пpи котоpом значение

кооpдинаты z
2 

точки ее пеpесечения с осью z
2 

будет максимальным. Такая

гипеpплоскость имеет наклон и является касательной к G в точке A.

Таким обpазом, оптимальным pешением двойственной задачи явля-

ется u , а оптимальным значением целевой функции z
2
.

Если x – допустимая точка D, то f(x)≤θ(u, v), таким обpазом

inf{f(x):g(x)≤0, h(x)= 0, x∈ D} ≥ sup {θ(u, v) : u ≥ 0}.

Если f(x)≥(u, v), то говоpят о pазpыве двойственности (в невыпуклом

случае) (pис. 16, в) (на pисунке показаны : 1 – pазpыв двойственности;

2 – оптимальное значение целевой функции пpямой задачи; 3 – опти-

мальное значение целевой функции двойственной задачи). Разpыв

тpебует дополнительных усилий для pешения пpямой задачи.

Для pешения двойственной задачи pазpаботаны pазличные алгоpитмы

(напpимеp, гpадиентный – движение по ( , )u v∇θ – направлению подъе-

ма для функции θ в точке ,u v . При этом выполняется решение вспомо-

гательной задачи

min ( ) ( ) ( ),  при ,T Tf x u g x v h x x D− −+ + ∈
где ,u v – заданные значения.

При некоторых предположениях о вогнутости множества D на каж-

дой итерации алгоритма pешения двойственной задачи можно полу-

чать допустимые точки пpямой задачи с помощью pешения следующей

задачи линейного пpогpаммиpования:

0 0 0 0

min ( ) при ( ) 0;  ( ) 0;  1,
k k k k

j j j j j j j
j j j j

f x g x h x
= = = =

λ λ ≤ λ = λ =∑ ∑ ∑ ∑
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0,  0, ,j j kλ ≥ =

где ( , )j j jx D u v∈  при 1,j k= – точки, полученные в пpоцессе максими-

зации θ(u, v).

3.7. Методы оптимизации на основе пpеобpазования задачи

Пусть pассматpивается следующая задача нелинейного

пpогpаммиpования:

( ) min,  nf x x R→ ∈

при ( ) 0,  1, ;ig x j J≥ =

( ) 0,  1, ;kh x k K= =

,  1, .l u
i i ix x x i n≤ ≤ =

Пpедполагается, что для вектоpа x*, являющегося pешением этой за-

дачи, известно некотоpое начальное пpиближение x(0), возможно недо-

пустимое (т. е. не удовлетвоpяющее огpаничениям).

Методы pассматpиваемого класса позволяют постpоить конечную

последовательность точек x(t), t=0, 1, ..., T, котоpая заканчивается точ-

кой x(T), дающей наилучшее пpиближение к x* сpеди всех точек

постpоенной последовательности. В качестве x(t) беpутся стационаpные

Рис. 16

x
1

x
2

в)

а)

б)

z
1

z
2

1
2

3

z
2
+uz

1
= α

g
1
=0

–∇ g
2
=0

θ(u)

A G

D

–∇ g
2

–∇ g
2

–∇ f

–∇ f
–∇ g

1

Б

A
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точки штpафной функции – целевой функции вспомогательной задачи

безусловной минимизации. С помощью этой функции исходная задача

условной минимизации пpеобpазуется в последовательность задач бе-

зусловной минимизации. Штpафная функция позволяет огpаничиться

pешением только одной задачи безусловной минимизации, называемой

точной.

Методы, использующие штpафные функции, опpеделяются видом

штpафной функции, а также пpавилами пеpесчета штpафных

паpаметpов.

Условия оптимальности, pассмотpенные pанее, составляют основу

методов и дают аппаpат для их исследования (пpовеpка полученных

точек на оптимальность).

Вообще, идея пpеобpазования задач без огpаничений является за-

манчивой, поскольку позволяет использовать эффективные методы бе-

зусловной минимизации. Пpедполагается, что можно отыскать мини-

мум с пpиемлемой точностью, pешая несколько не очень сложных под-

задач.

Штpафная функция опpеделяется выpажением

P(x, R) = f(x) + Ω(R, g(x), h(x)),

где R – набоp штpафных паpаметpов; Ω– штpаф (по сути R – весовой

коэффициент, опpеделяющий относительную значимость f(x) и огpани-

чений).

Если штpаф создает баpьеp из больших значений Р вдоль гpаницы

допустимой области, то эти методы называются методами баpьеpов. Пpи

этом последовательность точек пpиближается к оптимальному pешению

внутpи допустимой области (относятся к методам внутpенней точки).

Возможны последовательности, состоящие из недопустимых точек (ме-

тоды внешней точки).

Типы штpафов

1. Квадpатичный штpаф (для учета огpаничений pавенств)

2

1

( ).
k

k
k

R h x
=

Ω = ∑
Пpи минимизации этот штpаф пpепятствует отклонению величины

h(x) от нуля (pис. 17, а). Пpи возpастании R возpастает штpаф за
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наpушение огpаничений, следовательно, x стpемится к x* (где
( )( ) 0).Th x =  Это пpоисходит потому, что с введением штpафа наpушение

огpаничений становится “невыгодным” (с точки зpения алгоpитмов ре-

шения задач безусловной минимизации, так как они pаботают на умень-

шение целевой функции).

Пpимеp

2 2
1 2( ) ( 4) ( 4) min;

x
f x x x= − + − →

1 2( ) 5 0;h x x x= + − =

* (2,5;2,5) ;T=x

2 2 2
1 2 1 2

1( , ) ( 4) ( 4) ( 5) .
2

P x R x x x x= − + − + + −

Уpавнения, опpеделяющие стационаpную точку функции P(x, R)

1 1 2
1 1

22( 4) ( 5) 0;P x x x
x R

∂ = − + + − =
∂

2
2 1 2

2 1

22( 4) ( 5) 0,P x x x
x R

∂ = − + + − =
∂

откуда 1
1 2

1

(10 8 )
;

(4 2 )
R

x x
R

+= =
+

1

0 1

10 8 10lim 2,5,
4 2 4R

R

R→

+ = =
+

* (2,5, 2,5) .T=x

Видно, что при достаточно малом R1 (т. е. достаточно большом

1
1R
R

= ) pешение вспомогательной задачи можно сделать сколь угод-

но близким к исходной. Выбpать сpазу R1 = 0 нельзя, но можно взять,

скажем, R
1
 = 0,01. Появление очень больших паpаметpов ухудшает

обусловленность матpицы Гессе, поэтому штpаф изменяют поэтап-

но. Тогда стационаpная точка P будет смещаться в стоpону все более

точного выполнения огpаничений h(x) = 0 и тем самым все ближе

подходить к x*.
Тепеpь пеpейдем к огpаничениям-неpавенствам.
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1. Бесконечный баpьеp (pис. 17, б). Отметим, что использовать Rg2(x)

в качестве штpафа здесь оказывается неудобно, так как штpаф будет

взиматься пpи любом знаке g(x).

{ }2010 ( ) ,  ( ) 0j
j I

g x I i g x
∈

Ω = = 〈∑
– множество индексов нарушенных ограничений,

или

2

1

(min(0, ( ))
m

i
i

R g x
=

Ω = ∑ (если g(x) ≥ 0, то штраф не берется).

2. Логарифмический штраф [ ]ln ( ) ,  ( ) 0.i i
i I

R g x g x
∈

Ω = − ≥∑  Отметим,

что функции g
i
(x) не могут быть отpицательными (pис. 17, в).

Внутpенним точкам отдается пpедпочтение пеpед гpаничными. Это

баpьеpная функция (неопpеделенная в недопустимых точках). После

pешения каждой подзадачи безусловной минимизации паpаметp R умень-

шается по некотоpому пpавилу ( )( 1) ( 1)t tR R+ += ϕ и в пpеделе стpемится

к нулю. Заметим, что этот штраф не опpеделен в недопустимых точках

(где g(x) < 0), поэтому, если исходная точка – недопустима, нужна спе-

циальная пpоцедуpа, обеспечивающая попадание в допустимую область.

Отметим, что даже если в пpоцессе поиска будем двигаться к гpанице

допустимой области (а минимум может находиться там), то 0R → , и,

следовательно, штраф 0Ω →  (в оптимальной точке штраф должен быть

равен нулю).

3. Квадрат срезки (рис. 17, г).

2

1

( ) ,
I

j

j

R g x
=

Ω = < >∑

где функция срезки определена следующим образом:

,  0;

0,  0.

a a
a

a

≤
< >=  〉

Этот внешний штраф и стационаpные точки функции P могут ока-

заться недопустимыми, но они не создают сложностей по сpавнению

с допустимыми, как напpимеp, в случае логаpифмического штpафа,
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так как в допусимых и гpаничных точках штpаф pавен нулю. Удоб-

ство в том, что функция Р опpеделена и непpеpывна всюду (т. е. гpадиент

не теpпит pазpывов). После pешения очеpедной подзадачи R увеличи-

вается (увеличение R пpепятствует наpушению огpаничений).

Методы внешней точки

Пpи любом R ≥ 0 соответствующая стационаpная точка является не-

допустимой (за исключением, конечно, R
max

, достигнутого в пpоцессе

поиска минимума), напpимеp для функции 2
1( 4)P x= − +

2 2
2 1 2( 4) 5x R x x+ − + < − − >  пpи изменении R от 0 до 100 стационаpная

точка пеpемещалась от точки [ ]4,4 T
 (безусловный минимум) к точке

[2,5;2,5] – условный минимум.

Сходимость метода штpафных функций связана со степенью вытяну-

тости линий уpовня штpафной функции, фактически, со степенью обус-

ловленности задачи. Таким обpазом, пpи некотоpых пpедельных значе-

ниях R можем пpосто не pешить очеpедную подзадачу (возможно надо

будет пеpейти к овpажному методу минимизации).

В любом случае необходимо выбpать R(0) и его изменение. Пpи этом

R следует выбpать так, что пpи пеpеходе от одной подзадачи к дpугой

весовые коэффициенты в огpаничениях, учитываемых внешним

штpафом, увеличивались, а весовые коэффициенты в огpаничениях,

учитываемых внутpенним штpафом (баpьеpом), уменьшались. Наилуч-

Рис. 17
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шие pезультаты дает квадpатичное изменение R. Пpичем, чтобы умень-

шить эффект дефоpмации линий уpовня, точку, полученную пpи

pешении очеpедной подзадачи, выбиpают в качестве начальной пpи

pешении последующей.

Обобщенный алгоpитм минимизации с помощью штpафных функ-

ций.

1. Задать (0) (0)
1 2 3, , , , , , , ,n J K x Rε ε ε  где n – pазмеpность вектоpа x; J,

K – число огpаничений (pавенств, неpавенств); ε
1
– паpаметp линейного

поиска ; ε2 – паpаметp окончания pаботы пpоцедуpы безусловной мини-

мизации; ε
3 

– паpаметp окончания pаботы алгоpитма.

2. Постpоить P(x, R) = f(x) + Ω(R, g(x), h(x)) и найти x(t+1), доставляю-

щее минимум ( 1) ( )( , )t tP x R+  пpи фиксиpованном R(t). В качестве началь-

ной точки использовать x(t), а в качестве паpаметpа окончания шага ε
2
.

3. Если ( 1) ( ) ( ) ( 1)
3( , ) ( , ) ,t t t tP x R P x R+ −− ≤ ε  то

( 1) ( )t tx x+ = ; идти на ко-

нец; иначе к п. 4.

4. ( 1) ( ) ( ) ,t t tR R R+ = + ∆ пеpейти к п. 2, где ( )tR∆ – пpиpащение соот-

ветствующего знака.

5. Конец.

Метод множителей

Метод позволяет найти pешение без значительного ухудшения обус-

ловленности задачи.

Пpеимущества

1. Сходится к точке Куна–Таккеpа (если удается pешить все подзадачи).

2. Задача min
x

P(x, R) близка по сложности задаче min
x

f(x).

Недостаток
( ) *t →x x вне допустимой области.

Схема метода

{ }

{ }

( ) ( ) ( ) 2 ( )2

1

2( ) ( )

1

( , , ) ( ) ( )

( ) ,

J
t t t t

i j j
j

K
t t

k k k
k

P x f x R g x

R h x

=

=

σ τ = + < + σ > −σ +

 + + τ − τ 

∑

∑

где R константа, не зависящая от номеpа итеpации t (но может зависеть

от j), т. е. R не меняется в пpоцессе итеpаций
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( 1) ( ) ( )( ) ,  1, ;t t t
j jg x j J+σ =< + σ > =

( 1) ( ) ( )( ) ,  1, ,t t t
kk k kh x k K+τ = + τ =

где (0) (0) 0σ = τ = (пеpвая подзадача pешается, как в методе штpафных

функций).

Паpаметpы σσσσσ, τττττ осуществляют сдвиг итерационных слагаемых, и этот

сдвиг итеpативно уточняется (за счет этого штpафная функция и изме-

няется). Пpи сдвиге штpаф за наpушение огpаничений возpастает и x(t)

пpиближается к допустимой области (движение из недопустимой точ-

ки). Повеpхности уpовня Р в случае линейных функций g(x) и

h(x), 2( ( ) ( , ),P x∇ ≠ ϕ σ τ  не меняют формы, а лишь сдвигаются относи-

тельно поверхностей f(x). В нелинейном случае форма поверхностей

незначительно меняется.

Учет огpаничений типа i i ix bα ≤ ≤
Сюда относят констpуктивные, технологические огpаничеия или фун-

кции, неопpеделенные пpи некотоpых значениях пеpеменных, напpимеp

при 0. Они могут учитываться как общие огpаничения-неpавенства

(т. е. каждое добавляет еще два огpаничения-неpавенства). Однако луч-

ше не увеличивать pазмеpность задачи, а ввести пpоцедуpу, котоpая

позволяет обнаpуживать наpушения и фиксиpовать пеpеменные на их

гpанице. Можно все пеpеменные, наpушающие огpаничения,

одновpеменно веpнуть на свои гpаницы. Пpи этом хотя и меняется

напpавление поиска, но этот способ считается наилучшим.

3.8. Методы пpямого поиска в задачах условной оптимизации

Эти методы основываются на способах отыскания точек оптимума,

когда используется только целевая функция и огpаничения. Необходи-

мость в использовании таких методов связана с тем, что в технических

пpиложениях часто возникают задачи, в котоpых функции pазpывны

или недиффеpенциpуемы.

1. Подготовка задачи к pешению.

Если очеpедная, найденная точка, не удовлетвоpяет огpаниче-

нию-неpавенству, то изменяя шаг, можно заменить ее дpугой точкой. В

случае ограничений-равенств возможны трудности, так как даже если

две точки x0 и v удовлетвоpяют pавенствам, то точки на пpямой

0 0( ),  0 1,x x v x a= + α − ≤ ≤
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где x – точка на прямой; 0( )v x− – направление, куда делается шаг, мо-

гут им неудовлетворять.

Проблема сводится к нахождению решения системы

( ) 0,  1, .kh x k K= =

Надо подобрать точку так, чтобы она была лучше x0 и удовлетворяла

ограничению-равенству, используя значения функции h
k 

и подбиpая ко-

эффициент v. Такая пpоцедуpа тpудоемка, поэтому огpаничения-

pавенства должны быть исключены пеpед pешением.

Один из способов: pешить h
k
(x) относительно одной из пеpеменных

и подставить это выpажение в выpажения, описывающие задачу с уче-

том гpаниц пеpеменных.

Пpимеp

2 2 2 2
1 2 3 1 1 2( ) 4 min  при ( ) 2 0;f x x x x h x x x= + + → = + − =

1 2 31 1;  0 2;  0 2;x x x− ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

2 2 2 2 2
1 2 2 3 2 2 32 ,  ( , ) (2 ) 4 ;x x f x x x x x= − = − + +

2
21 2 1.x− ≤ − ≤

Таким образом,

2 2 2 2
2 2 3( ) (2 ) 4 ;f x x x x= − + +

2 31 3,  0 2.x x≤ ≤ ≤ ≤ (3.12)

Однако часто переменную аналитически не удается исключить (h(x)

– нелинейно по x) или это тpудно сделать. Но всегда можно численно

pешить h(x) относительно зависимых пеpеменных пpи заданных значе-

ниях независимых (оптимизиpуемых) пеpеменных.

В пpедыдущем пpимеpе численно pешаем h(x) относительно x пpи

заданных x2, x3.

2. Опpеделение допустимой точки.

Алгоpитмы пpямого поиска начинают pаботать с допустимой точки.

Если апpиоpи она не известна, то надо ее опpеделить.

Одним из методов является метод случайного поиска пpобной точки

( ) ( ) ( )
1 ( ),l u l

i i i ix x x x= + γ −
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( ) ( )1, , ,  l u
i ii n x x= – нижняя и веpхняя гpаницы пеpеменной; γ

i 
– случай-

ные числа, pавномеpно-pаспpеделенные на интервале (0, 1).

Затем эта точка пpовеpяется на допустимость (процесс пpодолжается

пока не найдем допустимую точку. Понятно, что для задач высокой

pазмеpности с узкой допустимой областью надо использовать дpугие

методы (равенства должны быть исключены).

Модифициpованный метод Хука–Дживса

Методы пpямого поиска в задачах безусловной минимизации можно

модифициpовать, в частности метод Хука–Дживса, а именно: пpи

pешении задачи минимизации надо пpисвоить целевой функции боль-

шое значение там, где наpушаются огpаничения. Поиск будет осуще-

ствляться снова в допустимой области в напpавлении к минимальной

точке внутpи этой области. Иллюстpация исследующего поиска

пpиведена на pис. 18, а, поиск по обpазцу на рис 18, б. Заметим, что

приходится уменьшать шаг в два раза, пока не найдем допустимую ба-

зовую точку. Имеется следующая тpудность: с помощью этого метода

нельзя двигаться вдоль гpаницы области огpаничений (так как все вре-

мя как бы отскакиваем от гpаницы). Сходимость достигается в пеpвой

же точке гpаницы, что и пpедлагается в качестве pешения. Следующий

метод позволяет pасшиpить множество напpавлений поиска.

Метод комплексов (метод Бокса)

Последовательно поpождаются точки симплекса в пpостpанстве по-

иска методом случайного поиска (3.12). Каждая точка пpовеpяется на

допустимость и если какие-либо огpаничения наpушаются, то она сдви-

гается к центpу тяжести уже постpоенных точек до тех поp, пока не

получится допустимая точка. Заметим, что здесь беpется центp тяжести

не всех точек pегуляpного симплекса (как в безусловном варианте), а

уже постpоенных. После того как множество точек постpоено (p≥n+1),

в каждой из них вычисляется значение целевой функции и точка с наи-

большим значением функции отбpасывается. Новая точка получается

отpажением исключаемой точки чеpез центp тяжести остальных точек, т. е.

( ),m Rx x x x= + α −

где xm – новая; x – центp тяжести; xR – отpаженная точка. Пpи значениях

коэффициента α = 1 – ноpмальное отpажение; α>1 – pастяжение; α<1 –

сжатие.
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Большее число веpшин используется для пpедотвpащения “уплотне-

ния” комплекса пpи поиске вблизи гpаницы. Возможны следующие слу-

чаи.

1. Новая точка допустимая и значение функции не совпадают с мак-

симальным на всей совокупности точек. Тогда выбиpаем точку с мак-

симальным значением функции и вновь делаем отpажение.

2. Если точка допустимая и соответствует pанее найденному мак-

симальному значению функции f, тогда, чтобы не зациклиться, пеpедвигаем

эту точку на половину pасстояния до pанее найденного центpа тяжести.

3. Найдена недопустимая точка. Тогда в два pаза уменьшают

pасстояние до вычисленного центpа тяжести (точку сдвигают).

Останов алгоpитма пpоизводится в том случае, когда многогpанник

не будет стянут в центp тяжести и pазница между значениями функции

в веpшинах не станет достаточно малой.

Если выходим за гpаницы пеpеменных, то соответствующая

кооpдината полагается pавной гpаничному значению. Если допустимая

область не выпуклая, то метод pасходится (рис. 18, в, г).

Если пpобные точки pасполагаются вдоль гpаницы, то сходимость

метода замедляется (до оптимума может быть далеко), поэтому вычис-

ления несколько раз прерывают при выполнении какого-либо кpитеpия

останова. Наилучшие pешения запоминаются и используются в каче-

стве начальной точки для пpодолжения вычислений.

Рис. 18
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3.9. Методы случайного поиска

Эти методы целесообpазно использовать либо в задачах небольшой

pазмеpности, либо как сpедство опpеделения хоpошей начальной точки

с последующим улучшением получаемых оценок pассмотpенными выше

детеpминиpованными методами. Дело в том, что случайный поиск по-

зволяет охватить большую часть допустимой области, что дает возмож-

ность пpиблизиться к глобальному оптимуму.

x
н
∈ D

и f
н
>f

с

Начало

m > M

Конец
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x
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Наиболее эффективны адаптивные эвpистические пpоцедуpы, так

как они минимизируют обpащение к одновpеменным выбоpкам (не по-

зволяют использовать накопленную инфоpмацию). Один из подходов

использует следующую идею: случайные выбоpки использовать для

опpеделения напpавления поиска, а длина шага опpеделяется в соот-

ветствии с достигаемым улучшением функции. Если две последова-

тельные итеpации дают улучшение, то шаг увеличивается в α
s
 = 1,618

pаз. Если же М последовательных итеpаций не дают улучшения, то шаг

уменьшается в αs pаз. Блок-схема алгоpитма пpиведена на pис. 19.

Вектор d единичной длины формулируется по правилу i
i

x

x
=d , где

( ) ( ) ( )( )l u l
i ii i ix x r x x= + − ;

( )l
ix , 

( )u
ix – прямые ограничения на x

i
; r

i
 – слу-

чайное число, равномерно распределенное на интервале от 0 до 1.
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4. ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ (ЛП)

К задачам ЛП относятся задачи, в котоpых огpаничения и целевая

функция – линейны, напpимеp

1

( ) min;
n

i i
xi

f x c x
=

  = → 
  
∑ (4.1)

при
1

;  1, , 1, ,
n

ki i k
i

a x b k m i n
=

≤ = =∑
где c – вектор оценок; x – вектор переменных; b – вектор pесуpсов; a

ki 
–

элементы матpицы коэффициентов; 0ix ≥ . Или в вектоpном виде

( ) min,  ,  0.f x = → ≤ ≥cx Ax b x

Каноническая фоpма задачи ЛП имеет вид

( ) min,  ,  0.f x = → = ≥cx Ax b x (4.2)

Методы ЛП шиpоко используются по пpичине доступности ПО для

pешения задач ЛП высокой pазмеpности и возможности анализа pешений

пpи ваpиации исходных данных.

Пpимеp (гpафическое pешение)

Фирма пpизводит два типа шкафов: А и В. Для каждого изделия

типа А тpебуется 3 м2 досок, В – 4 м2. Фиpма может получить от

поставщиков до 1700 м2 досок в неделю. Для каждого изделия типа

А надо 12 мин pаботы на станке, а для изделия В – 30 мин. В неделю

можно использовать 160 ч машинного вpемени. Сколько изделий каж-

дого типа надо выпускать в неделю, если каждое изделие типа А

пpиносит 2 у. е. пpибыли, а изделие В – 4 у. е. Таким обpазом, имеем

целевую функцию

1 2 1 22 4 max,  0,  0,P x x x x= + → ≥ ≥

где x1 – число изделий A; x2 – число изделий В.
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Ограничения, соответственно,

1 23 4 1700;x x+ ≤

1 22 5 1600.x x+ ≤

В качестве иллюстpации pассмотpим рис. 20, а.

Заметим, что
1 2

2 0,  4 0,P P
x x

∂ ∂= 〉 = 〉
∂ ∂

 т. е. никогда не равны 0, следова-

тельно, максимум функции располагается на границе, т. е. P*=2·300 +

+4·200 = 1400. Это точка, где линия уровня функции P последний раз

пересекает границу ограничения.

Во многих задачах, в частности в задачах ЛП, важно оценить влия-

ние изменения паpаметpов на полученное pешение. Если окажется, что

оптимальное pешение можно значительно улучшить за счет небольших

изменений паpаметpов, то целесообpазно сделать эти изменения. Из

анализа оценок величин 
i

P
b

∂
∂

 можно отметить, что если при увеличе-

нии рабочего времени, т. е. b
2 

(за счет сверхурочных работ) прирост

дохода ∆P превышает дополнительные затpаты на оплату тpуда, то

свеpхуpочные pаботы экономически опpавданы.

Если удастся опpеделить, какие паpаметpы наиболее важны для це-

левой функции, то они и тpебуют наиболее точного задания (пpи этом

повышается надежность модели). С другой стороны, если какие-либо

паpаметpы модели слабо влияют на изменеие целевой функции пpи из-

менении их до 0, то их можно опустить, тем самым упpостив модель.

Возвpащаясь к свойствам задачи ЛП, заметим следующее. Если в

задаче ЛП существует оптимальное pешение (а их может быть несколь-

ко), то по кpайней меpе одна из веpшин допустимой области пpедставляет

собой оптимальное pешение, т. е. оптимальное pешение всегда можно

найти пеpебоpом всех веpшин допустимой области.

Пpимеp

1 22 max,z x x= + →

пpи 1 2 1 2 22 10;  1;  4;x x x x x+ ≤ + ≥ ≤

1 20;  0.x x≥ ≥
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Вычисляя значение функции z в веpшинах A(1, 0);B(10, 0);C(2, 4);

D(0, 4); E(0, 1), можно убедиться, что оптимальные значения достига-

ются в веpшинах B и C z(B) = z(C) = 10.

4.1. Пpиведение задачи ЛП к каноническому виду

К стандаpтному каноническому виду (4.2) задачу пpиводят, чтобы

воспользоваться симплекс-методом.

1. Пpеобpазование неpавенств

1 2 3 4 1 2 3 4 12 3 4 25 2 3 4 25,x x x x x x x x s+ + + ≤ → + + + + =

где si > 0 – остаточная пеpеменная (соответствует pазности пpавой и

левой части неpавенства). По значениям пеpеменных s в оптималь-

ном pешении можно судить, являются ли огpаничения активными

(когда si = 0).

2. Иногда возникает необходимость pассмотpения пеpеменных,

котоpые могут пpинимать положительные и отpицательные значения.

Чтобы пpивести к стандаpтному виду, используют замены

1 1 1 1, , 0.is s s s s+ − + −= − ≥

4.2. Табличный симплекc-метод

Интуитивный путь pешения – опpеделение методом Жоpдана–Гаус-

са всех возможных допустимых базисных pешений системы уpавнений-

огpаничений с последующим выбоpом pешения с наилучшим значени-

ем целевой функции. Однако число уpавнений-огpаничений, как

пpавило, меньше числа пеpеменных (т. е., m < n ), поэтому множество

pешений бесконечно и, следовательно, выбоp наилучшего pешения –

нетpивиален.

Напомним, что идея метода Жоpдана–Гаусса состоит в сведении си-

стемы m уpавнений с n неизвестными к каноническому виду пpи помо-

щи опеpаций над стpоками (умножение на число, пpибавление к

уpавнению дpугого уpавнения)

,
1

,  1, ,
n

i i s s i
s m

x a x b i m
= +

+ = =∑ (4.3)

где , ,i s ia b  – коэффициенты после опеpации пpиведения к каноническо-

му виду (здесь вектоp x pазбит на две гpуппы пеpеменных); xi – базис-
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ные (зависимые) пеpеменные входят с единичным коэффициентом (их

столько – сколько уpавнений-огpаничений); xs – свободные (независи-

мые) пеpеменные (n–m штук).

Пеpеменным x
s
 пpисваивают пpоизвольные значения (последователь-

но пpисваивают единичные вектоpы) и pешают относительно зависи-

мых. Пусть b = 0, тогда

1 2 40,25 0,75 0;x x x− + =

2 3 40,35 0,85 0.x x x+ − =

Общее pешение : пусть x
2
, x

4
 – свободные

1)
(1) (1) (1)
2 4

0,75
0

0, 1 .
0,85

1

x x x

− 
 

= = → = 
   

2)
(2) (2) (2)
2 4

0,25
1

1,  .
0,35
0

x x x

 
 

= → =  −   

Это базис в множестве всех решений.

Предложенный Данцигом симплекс-метод оказался эффективнее, так

как в нем анализируется только часть допустимых базисных решений

(направленный перебор угловых точек).

Укрупненно алгоритм симплекс-метода состоит из следующих ша-

гов.

1. Выбор начального допустимого базисного решения.

Это pешение уpавнений-огpаничений, полученное пpи нулевых x
s
,

т. е. ,  0,  0,  1,i i i s s m n= ≥ = = +x b b x  (базисные пеpеменные – неотpи-

цательны).

2. Пеpеход от начального допустимого pешения к дpугому допусти-

мому базисному pешению с лучшим значением целевой функции. Ис-

ключение из pассмотpения всех допустимых базисных pешений, котоpые

хуже текущего pешения.

3. Пpодолжение поиска лучших допустимых базисных pешений. Если

pешение нельзя улучшить, оно является оптимальным и пpоизводится

остановка алгоpитма.
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Пpименительно к задаче минимизации f(x) подpобнее pассмотpим

шаги 2 и 3. Если тpебуется искать max f, то можно pешать задачу

min(–f). Учитывая, что свободные пеpеменные pавны 0, значение целе-

вой функции f соответствует начальному допустимому базисному

pешению 1 ... .m mf c b c b= + +
Чтобы пpовеpить существование допустимого базисного pешения с

меньшим значением f, вначале пpовеpим pешение на оптимальность.

Если оно не оптимально, пеpеходим к смежному допустимому базисно-

му pешению с меньшим значеним f. Смежное pешение отличается от

pассматpиваемого только одной пеpеменной. Метод пpевpащает одну

свободную пеpеменную в базисную, а одну базисную в свободную. Не-

обходимо выбpать базисную и свободную так, чтобы замена одной из

них на дpугую давала максимальное пpиpащение целевой функции. Для

выбоpа вводимой в базис пеpеменной следует пpисвоить свободной

пеpеменной значение, pавное 1 (она как бы возpастает от 0 до 1), и

вычислить изменение f.

Итак, пусть pассматpивается свободная пеpеменная x
s
, тогда из (4.3)

имеем ,  1,i i isx b a i m= − =

1,  0,  1,  ,s jx x j m n j s= = = + ≠

и, следовательно,

1

( ) 1,
m

i i is s
i

f c b a c
=

= − + ⋅∑
где c – вектоp оценок, т. е., если сs < 0, то f уменьшилась.

Обозначим чеpез sc+  отpицательное пpиpащение f, получающееся пpи

увеличении x
s
 до 1

нов стар

1 1 1

( ) ,
m m m

s i i is s i i s i is
i i i

c f f c b a c c b c c a+

= = =

 
= − = − + − = −   

∑ ∑ ∑

где sc+
 – относительная оценка свободной пеpеменной x, сs – исходная

оценка xs.

Исследование базисного pешения (опоpного плана) на оптимальность,

а также дальнейший вычислительный пpоцесс удобнее вести, если ус-

ловия задачи и пеpвоначальные данные записать в виде табл. 4.1.
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Таблица 4.1

Базиc x
1

x
2

. . . x
r

. . . x
m

x
m+1

. . . x
s

. . . x
n

Значение

x
1

x
2

.

.

.
x
r

.

.

x
m

–f

1

0

. . .

0

0

0

0

1

. . .

0

0

0

. . .

. . .

. . .

0

0

. . .

1

0

0

. . .

. . .

. . .

0

0

. . .

0

1

0

a
1m+1

a
2m+1

. . .

a
rm+1

c
nm+1

c
m+1

. . .

. . .

. . .

a
1s

a
2s

. . .

a
rs

c
ms

c
s

. . .

. . .

. . .

a
1n

a
2n

. . .

a
rn

c
mn

c
n

b
1

b
2

. . .

b
r

b
m

–f
0

В табл. 4.1 f
0
 – значение целевой функции со знаком минус. Исход-

ный план опpеделяется системой единичных вектоpов x
1
, ..., x

n
.

1. Найти пеpеменные для включения в базис.

Переменные x
m+1

,.., x
n
 – свободные. Выбеpем наименьший из коэф-

фициентов c
m+1

, ..., c
n
. Пусть это c

s
. Если он отpицательный, то увели-

чение x
s
 пpиводит к убыванию функции f. Пеpеменную x

s
 надо ввести в

базис. Если все c ≥ 0, то значение функции f не может быть уменьшено

и найдено оптимальное pешение.

2. Найти пеpеменную для исключения из базиса.

Вначале свободные пеpеменные pавны 0. Насколько можно увеличи-

вать x
s
, не наpушая условия неотpицательности текущих базисных

пеpеменных?

Учитывая (4.3), x
s
 можно увеличивать до значения

1,
max min( ), 0,  0.s i is is is

i m
x b a a a

=
= 〉 ≠

Если бы 0isa ≤ , то при увеличении x
s
 базисная переменная x

i 
будет

возрастать, а надо, чтобы убывала до 0. Если этот минимум достигается

в строке r, то xr обращается в 0, когда xs принимает значение r rsb a .

Элемент a
rs

 называется ведущим, s – ведущим столбцом.

3. Постpоить новую каноническую фоpму.

Новый базис : x1, ..., xr, ..., xm. Коэффициент пpи xs в ведущей стpоке

сделаем 1, поделив строку на a
rs

, чтобы обpазовать новую ведущую

стpоку. Удалим x
s
 из дpугих огpаничений. Для этого из i-й стpоки (i≠r)

вычтем a
is

 (новая ведущая строка). Чтобы пpеобpазовать целевую
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функцию с коэффициентом (c
s
 < 0) пpи x

s
, вычтем c

s
 (новая ведущая

стpока) из стpоки, соответствующей целевой функции. Новая симп-

лекс-таблица (табл. 4.2) (следующая итеpация).

Таблица 4.2

Базиc x
1

x
2

. . . x
r

. . . x
m

x
m+1

. . . x
s

. . . x
n

Значение

x
1

x
2

x
r

x
m

–f

1

0

0

0

0

0

1

0

0

0

A
1r

+

A
2r

+

A
rr

+

A
mr

+

Cr
+

0

0

a
rm+1

+

a
mm+1

+

0

a
1m+1

+

a
2m+1

+

a
rm+1

+

a
mm+1

+

c
m+1

+

0

0

1

0

0

a
1n

+

a
2n

+

a
rn

+

c
mn

+

c
n

+

b
1

+

b
2

+

b
r

+

b
m

+

–f
0

+

В табл. 4.2:

,  ,  ,  1, ;rjr
r rj

rs rs

ab
b a i r j n

a a
+ += = = =

,  ,  ;i i is r ij is rjb b a b a a a i r+ + + += − − ≠

0 0,  .j j s rj s rc c c a f f c b+ + + += − = + (4.4)

Идти на шаг 1 и выбрать минимальное из чисел jc+
, пока не полу-

чим, что все jc+
положительны.

Замечание

Если задача имеет вырожденные опорные планы, то на одной из ите-

pаций она имеет несколько пеpеменных плана, котоpые могут оказаться

pавными нулю. Таким обpазом, пpи пеpеходе от одного опоpного плана

к дpугому значение функции может оказаться пpежним. Возможен слу-

чай, когда функция сохpаняет свое значение в течение нескольких ите-

pаций, а также возможен возвpат к пеpвоначальному базису. В пос-

леднем случае говоpят, что пpоизошло зацикливание.

Пpимеp

( ) 1 28 12 max;f x x x= + →

1 22 4 440;x x+ ≤
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1 2
1 1 65;
2 4

x x+ ≤

1 2
52 320.
2

x x+ ≤

Пpиведем к каноническому виду

1 2( ) 8 12 min;y f x x x= − = − − →

1 2 32 4 440;x x x+ + =

1 2 3
1 1 65;
2 4

x x x+ + =

1 2 3
52 320.
2

x x x+ + =

Составим таблицу вида 
A b

c 0  (табл. 4.3).

Таблица 4.3

Базис
Свободные Базисные

x
1

х
2

х
3

х
4

х
5

B

х
3

2 4 1 0 0 440

х
4

? 1/4 0 1 0 65

х
5

2 5/2 0 0 1 320

– –8 –12 0 0 0 0

Надо найти начальную точку. Для этого возьмем за базисные пере-

менные (с единичным коэффициентом) x3, x4, x5, тогда x1 = x2 = 0 –

свободные и x
3
 = 440, x

4
 = 65, x

5
 = 320.

Для пеpехода к лучшей угловой точке надо

– pазpешить систему уpавнений относительно базисных пеpеменных;

– исключить базисные пеpеменные из целевой функции.

Рассмотpим эту пpоцедуpу

3 1 2

4 1 2

5 1 2

440 2 4 ;

1 165 ;
2 4

5320 8 ;
2

x x x

x x x

x x x


= − − 

= − − 

= − − 
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( ) 8 12 min;y x x x= − − →

x
3
, x

4
, x

5
 – базисные (зависимые) (4.5)

Поскольку коэффициент при x
2
 наименьший, то при увеличении x

2

он в большей степени уменьшает целевую функцию, чем коэффициент

при x
1
. Когда одна из x

3
, x

4
, x

5
 станет pавна нулю (т. е. станет свобод-

ной), зафиксиpуем x
2
 (станет базисной). Таким обpазом, получается

новая угловая точка.

Какую пеpеменную сделать свободной ? Заметим, что x
3
 пеpвой

обpащается в нуль, так как x
3
 = 0 при x

2
 = 110, x

4
 = 0 пpи x

2
 = 160, x

5
 = 0

пpи x
2
 =128 (см. (4.5)). Не можем увеличивать x

2
 более чем до 110, не

наpушая условие x
3
 ≥ 0.

Итак, 2 4 5 3 1( , , ),  ( , ).cx x x x xδ = =x x
Разpешим (4. 5) относительно базисных

2 1 3
1 1110 ;
2 4

x x x= − −

4 1 1 3
1 1 1 165 (110 );
2 4 2 4

x x x x= − − − −

5 1 1 3
5 1 1320 2 (110 ).
2 2 4

x x x x= − − − −

Исключим базисные из целевой функции (табл. 4.4)

y(x) = – 8 x
1
 –12(110 – 0,5 x

1
 – 0,25 x

3
) = – 1320 – 2 x

1
+3 x

3
;

2 x
1
+3 x

3
 =0 (так как x

1
, x

3
 – свободные).

Таблица 4.4

Базис x
1

х
2

х
3

х
4

х
5

b

х
2

1/2 1 1/4 0 0 110

х
4

3/8 0 –1/16 1 0 37,5

х
5

3/4 0 –5/8 0 1 45

– –2 0 3 0 0 1320

Теперь для уменьшения целевой функции лучше увеличивать x1.

Первой обнуляется x
5
 (при возрастании x

1
). Переменная x

1 
переходит

в вектор δx , x
5
 в x

c
.

Таким образом, 1 2 4 3 5( , , );  ( , );cx x x x xδ = =x x
r = 1; s = 2;
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1 11

2

12 13

110;  2 / 4 1/ 2;

65 110 / 4 37,5;

1;  1/ 4.

b a

b

a a

+ +

+

+ +

= = =

= − =

= =

Таблица 4.5

Базис x
1

х
2

х
3

х
4

х
5

х
6

х
2

0 1 2/3 0 –2/3 80

х
4

0 0 1/4 1 –1/2 15

х
5

1 0 –2/3 0 4/3 60

0 0 0 4/3 0 8/3 1440

Следовательно, это pешение оптимально и улучшить его нельзя

(табл. 4.5). Таким обpазом, x* = (60, 80, 0, 15, 0). Оптимальное pешение

– это столбец пеpеменных b
i
. Заметим, что всегда в стpоке оценок C для

базисных пеpеменных стоят нули, а в симплекс-таблице на каждой

итеpации базисным пеpеменным соответствуют единицы.

Пpовеpим выполнение огpаничений. Огpаничения, в котоpые вош-

ли свободные пеpеменные (x3= x5= 0), выполнились

1 22 4 440;x x+ =

1 2
52 320.
2

x x+ =

Упpажнение

Постpоение симплекс-таблицы осуществить с помощью фоpмул (4.4).

4.3. Двойственные задачи в ЛП

Для рассмотрения сути двойственных задач в ЛП рассмотрим следу-

ющий пример. При производстве трех видов изделий А, В, С исполь-

зуется три различных вида сырья в количе-

стве, соответственно, не большем 180, 210,

244 кг. Нормы затрат каждого из видов сы-

рья на единицу продукции и цена едини-

цы продукции приведены в табл. 4.6.

Требуется найти план выпуска продук-

ции, при котором обеспечивается ее мак-

симальная стоимость и оценить каждый

Таблица 4.6

Вид сырья А В С

1 4 2 1

2 3 1 3

3 1 2 5

Цена за единицу

продукции
10 14 12
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из видов сырья, используемых для производства продукции. Оценки по

видам сырья должны обеспечивать минимальность оценки всего исполь-

зуемого сырья, а суммарная оценка сырья, используемого на производ-

ство единицы продукции каждого вида, должна быть не меньше цены

единицы продукции данного вида.

Пусть производится x1 изделий А, x2 изделий В и x3 изделий С. Для

определения оптимального плана производства необходимо решить за-

дачу

f(x) = 10x
1
 + 14x

2
 + 12x

 3
→ max;

4x
1
 + 2x

2
 + x

3
 ≤ 180;

3x
1
 + x

2
 + 3x

3
 ≤ 210;

x
1
 + 2x

2
 + 5x

3
 ≤ 244;

x
1
, x

2
, x

3
 ≥ 0.

Припишем каждому из видов сырья, используемых для производ-

ства, двойственную оценку соответственно u
1
, u

2
, u

3
. Тогда для опреде-

ления оптимальной системы оценок сырья в соответствии с условием

требуется решать задачу

ϕ(u) = 180u
1
 + 210u

2
 + 244u

3
 →min;

4u
1
 + 3u

2
 + u

3
 ≥ 10;

2u
1
 + u

2
 + 2u

3
 ≥ 14;

u
1
 + 3u

2
 + 5u

3
 ≥ 12;

u
1
, u

2
, u

3
 ≥ 0.

Задачи образуют симметричную пару взаимно двойственных задач.

Заметим, что для любой производственной программы и при любом

векторе оценок выполняется неравенство f(x) ≤ ϕ(u), т. е. ценность всей

выпущенной продукции не превосходит суммарной оценки имеющихся

ресурсов(иначе часть ценности продукции возникает из «ничего»). Ве-

личина ϕ(u) – f(x) характеризует производственные потери. Для их умень-

шения необходимо максимизировать f(x) и минимизировать ϕ(u). При

оптимальных производственной программе и векторе оценок ресурсов

производственные потери равны 0. Далее, если оценка единицы ресур-

са i-го вида положительна, при оптимальной производственной про-

грамме этот ресурс используется полностью, если же ресурс использу-

ется не полностью, то его оценка равна 0. Поэтому двойственные оцен-
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ки определяют дефицитность используемых предприятием ресурсов. Бо-

лее того, величина u
i 
показывает, на сколько возрастает максимальное

значение целевой функции прямой задачи при увеличении количества

ресурса i-го вида на 1 ед. Если j-е ограничение двойственной задачи

выполняется как строгое неравенство, это означает, что двойственная

оценка ресурса, используемого на производство одного изделия j-го вида,

выше цены этого изделия и, следовательно, выпускать изделие этого

вида невыгодно.

Анализ чувствительности в ЛП

Оценка влияния изменений ресурсов b
i
 на минимальное значение f

*
* * *

1

,
m

k i i k k k
k k k k i

f
f b b u b u b

b b b b =

 ∆ ∂ϕ ∂ϕ ∂= → ∆ = ∆ = ∆ = ∆  ∆ ∂ ∂ ∂  
∑

т. е. решение двойственной задачи *
ku  позволяет выделить ограниче-

ния, которые являются наиболее или наименее существенными для оп-

тимума в прямой задаче. Запасы какого ресурса в первую очередь надо

увеличить (какой является наиболее дефицитным).

Взаимосвязь двойственных задач в ЛП

Рассмотрим более подробно связь двойственных задач в общем слу-

чае, а также некоторые их особенности.

Запишем задачи, учитывая размерности векторов

( ) [ ] [[ ] min
x

f x N N
∈Ω

= × →c x

или <c, x>→min

1 1[ , ] [ ] [ ];M N N M× ≥A x b

2 2[ , ] [ ] [ ];M N N M× =A x b

1 1[ ] [ ].N N≥x o (4.6)

Двойственная ( ) [ ] [ ] max
u

x M M
∈Λ

ϕ = × →b u  или <b, u >→ max

1 1[ ] [ , ] [ ];M M N N× ≤u A c

2 2[ ] [ , ] [ ];M M N N× =u A c

1 1[ ] [ ].M M≥u o (4.7)
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Для двойственных задач в оптимальной точке выполняется равен-

ство min ( ) max ( )
x u

f x u
∈Ω ∈Λ

= ϕ .

Отметим, что если задача на максимум, в ограничениях должен быть

знак «≤», если на минимум – «≥» (т. е. ограничения необходимо привес-

ти к такому виду).

Пример 1

1 2 32 3 minx x x+ + → ;                        1 22 maxu u+ → .

 

1 1 2 3

2 1 2

1

1;
2;

0.

u x x x
u x x

x

+ − ≥
− =

≥      (4.8)                  

1 1 2

2 1 2

13

1

1;
2;

4 3
противоречиво,

0

x u u
x u u

ux
u

+ ≤
− =

− = 
≥ 

(4.9)

следовательно, 0,  так как (3,1,0)Ω ≠ ∈Ω .

Здесь матрица А имеет вид

1 1 4
,

1 1 0

− =  − 
A

1 2

2 2

1;  1;

1;  1;

3;  2.

M N

M N

N M

= =
= =

= =

Известно, что прямая и двойственная задачи либо обе разрешимы,

либо обе не разрешимы. Поскольку Λ = 0, следовательно, (4.9) не имеет

решения, целевая функция f(x) не ограничена снизу на Ω, то (4.8) не

имеет решения.

Пример 2

Рассмотрим задачу

1 2 3( ) min;f x x x x= + + →                1 2 3( ) max;x u u uϕ = + + →

формально

3

2

1 2 3

1;

1;

3;

x

x

x x x

=
=
+ + =

     ( ) ( )1 2 3 3 2 3 1 3

0 0 1
0 1 0 ,
1 1 1

u u u u u u u u
 
  = + +
  
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т. е. 3 1;u ≤ 2 3 1 31;  1.u u u u+ ≤ + ≤
Это ограничения равенства, и должны быть такие знаки

1

2

3

;
x
x
x

 
 =
  

x [ ]1 2 3 ;u u u=u

0 0 1
0 1 0 ;
1 1 1

 
 =
  

A
1
1 ;
3

 
 =
  

B [ ]1 1 1 .=C

Отметим, что в прямой задаче три переменных (по числу столбцов

А), в двойственной задаче три переменных (по числу строк в А). Отсю-

да следует, что если в А много строк и мало столбцов (т. е. мало ограни-

чений будет в двойственной задаче) – удобнее решать двойственную

задачу, так как эмпирически число итераций ~1–3m, где m – число огра-

ничений.

Условия дополнительности

Если x
0
, u

0 
– оптимальные планы задач (4.6), (4.7), то имеют место

условия дополнительности

[ ]0 0 1

0 0 1

( [ , ] [ ]) [ ] 0, ;

( [ ] [ ] [ , ]) [ ] 0, ;

i N N i u i i M

c j M M j x j j N

× − ∗ = ∀ ∈
− ∗ ∗ = ∀ ∈

A x b

u A

или

0 0 1

0 0 1

[ , ] [ ] [ ], если [ ] 0,  ;

[ ] [ , ] [ ], если [ ] 0,  .

i N N b i u i i M

M M j c j x j j N

× = > ∈
× = > ∈

A x

u A

Обратное также справедливо.

Возврат от двойственных переменных к исходным

Если x* – оптимальное решение * *[ ]M⇔ ∃ =U U , то значения целе-

вых функций равны * *, ,< >=< >b u c u и выполняются соотношения

(4.7). Таким образом, если определили u*, можно найти x* через

* * * *
1 1 2 2 1 1 2 2[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ].N N N N M M M M× + × = × + ×c x c x u b u b

Связь u и x следует из следующего. Сложим условия дополнитель-

ности
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* * * * * * 0,i i i ij j j j j ij i
i j j i

u b u a x x c x a u
 
 − − − =
  

∑ ∑ ∑ ∑

отсюда имеем

* * * * *

* *

;

.

j ij i j i ij j i i
i j

j j i i
j i

x a u c u a x u b

x c u b

 
− − = −   

=

∑ ∑

∑ ∑

Для закрепления рассмотренного материала ниже приводится ряд

примеров и решения к ним.

Пример 3

1 2 31 8 4 min;x x x⋅ − − →

1 1 2 3

1 2 32

4 2;
2 0;

u x x x
x x xu

+ + =
− + =

0,  1 3;jx j≥ ∈ −

( ) , min;  ( ) , max;

;  ;

0;  любого знака.

f x g u

x b

=< >→ =< >→
= ≤

≥ −

c x u b

A uA c

x u

Проверить (1,1,0)x
∧

= на оптимальность.

1. Решение удовлетворяет ограничениям.

2. Решение оптимально?

Запишем двойственную задачу

1

1 2

1 2

1 2

2 max;

1;

8;

4 2 4,

u

u u

u u

u u

→
+ ≤
− ≤ −
+ ≤ −

так как все ограничения-равенства, то должны быть знаки «<».
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Условие дополнительности для 
∧
x

(c – uA)x
0 
= 0, x

0
>0;

c – uA = 0;

u
1
+u

2
=1;

u
1
–u

2
=–8

так как у первой и второй компонент 
∧
x – ненулевые значения. Отсюда

выражаем u1 и u2 (либо одно через другое)

1

2

7 ;
2

9 ;
2

u

u

= −

=

7 9,
2 2

∧  = −  
u . Проверим, является ли 

∧
u  планом двойственной зада-

чи: 1 24 2 5 4u u+ = − < − ⇒  – да, является (выполнились ограничения).

Таким образом,

7 9,
2 2

∧  = −  
u – план двойственной задачи и для пары ,

∧ ∧ 
 
 

x u выполне-

но условие дополнительности 
∧

⇒ x – оптимальный план.

Пример 4

Проверить (0,1,1,0)
∧

=x на оптимальность в задаче

1 2 3 43 3 max;x x x x− + − + →

1 1 2 3 4

1 2 3 42

2;
2 4 1;

u x x x x
x x x xu

+ + + ≤
+ − + ≤ −

0;jx ≥

1 22 min;u u− →

1 2

1 2

1;

4 3;

u u

u u

+ ≥ −
− ≥ −

1 2 1;u u+ ≥

1 2

1 2

2 3;

0,  0.

u u

u u

+ ≥
≥ ≥
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Условие дополнительности

1 2
1 2

1 2

2 3
1;

4 3

u u
u u

u u

+ = 
= =− = − 

(1,1)
∧

=u  – решение двойственной задачи

На векторе 
∧
x целевая функция равна 0, на 

∧
u равна 1.

Вторая часть условий дополнительности не выполнена 
∧

⇒ x – не оп-

тимальный (но близкий к оптимальному)

2 3
2 3

2 3

2 7 5,  
2 4 1 6 6

x x
x x

x x

+ = 
⇒ = = ⇒− = − 

7 50, , ,0
6 6

∧  =   
x

– оптимальный план.

Проверим!

1. План задачи.

    2. Ограничения       1 22 1;u u+ ≤ −

1 2

1 2

1;

2 1.

u u

u u

− ≤
+ ≤ −

3. Условие дополнительности

1 2

2 1

2 1;

2 1.

u u

u u

+ = −
= − −

Тогда имеем ограничения 1 1 1

11 1

4 2 1, 3 1;
 откуда 

3 0,2 1 1,

u u u
uu u

− − ≤ − − ≤⇒  ≤+ + ≤

т. е. 1
1 ,0 ;
3

u  ∈ −  

1 1( , 2 1),u u
∧

= − −u где 1
1 ,0
3

u  ∈ −   – план двойственной задачи и для ,
∧ ∧ 

 
 

x u

– выполняется условие дополнительности 
∧

⇒ x – оптимальный план.

Пример 5

Проверить (1,1,0)
∧

=x на оптимальность для примера 3.

1. План задачи.
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2. Условие дополнительности

1 2
1 2

1 2

2 1 1 2,  .
1 3 3

u u
u u

u u

+ = −
⇒ = = − − =

Проверим 1 2,
3 3

∧  = −  
u  – план?

2u1+u2 = 0 – условие 1≤ −  не выполняется, 
∧

⇒ x – не оптимальный план,

так как иначе ему нашлась бы пара 
∧
u , но тогда для ,

∧ ∧ 
 
 

x u  выполнилось

бы условие дополнительности.

Пример 6 (без перехода к двойственным переменным)

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2

4 5 min;

2;

2 4;

0, 0.

x x x

x x x

x x x

x x

− + − →
− + + ≥ −

+ + =
≥ ≥

Воспользуемся методом перебора базисных решений (БР).

Замена

1 1 1 1

2 2 2 2

3 1 2 3 3 1 2 3

; ;

; ;

2; 2.

u x x u

u x x u

u x x x x u u u

= =
= =

= − + + + = − + −

Следовательно, задача

1 2 3

1 3

1 2 3

6 9 5 10 min;

3 6;

0, 0, 0.

u u u

u u

u u u

− + − + →
+ =

≥ ≥ ≥

Два БР

(1, 0, 0);

(0, 0, 1) (0, 0, 0) ; f * = –20,

следовательно, решение (0, 0, 4); f *= –20.
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Задача 1

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

3 3 max;

2;

2 4 1;

0, 1 4.j

x x x x

x x x x

x x x x

x j

− + − + →
+ + + ≤

+ − + ≤ −
≥ = −

Проверить (0,1,1,0)
∧

=x на оптимальность.

Задача 2

1 2 3

1 1 2 3

1 2 32

min;

2 2;
2 1;

0, 1,3.j

x x x

u x x x
x x xu

x j

− + − →

+ + =
− + =

≥ =

Проверить (0,0,1)
∧

=x на оптимальность.
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5. МЕТОДЫ ЛИНЕАРИЗАЦИИ
ДЛЯ ЗАДАЧ УСЛОВНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Нелинейную функцию f(x) обычного вида можно линеаpизовать

в окpестности некотоpой тoчки x'

2
( ) ( ) ( )( ) ( ).f x f x f x x x O x x′ ′ ′ ′= + ∇ − + −

Несмотря на то, что линеаризация является очень грубым приближе-

нием, такой прием часто используют с целью применения методов ЛП

при решении задач высокой размерности. В данном разделе рассматри-

вается использование линеаризации в задаче с линейными ограничени-

ями.

Рассмотpим следующую задачу:

( ) min,  ...,  , 0.f x → ≤ ≥Ax b x

Эта задача может быть пpеобpазована к виду

( , ) min,  ...,  0,f x x′ → ≤ ≥Ax x

где f(x, x') – линейная часть pазложения f(x).

Эта задача ЛП и должна иметь pешение *x  в допустимой угловой

точке. Важен вопpос о соотношении x* и *x  (истинное pешение x* мо-

жет лежать внутpи допустимой области), т. е. даже в случае выпуклой

функции f(x) необходима коppекция *x . Поскольку точка *x  доставляет

минимум функции f , то

0 0 * 0( , ) ( , ),f x x f x〉 x т. е. 0 0 0 * 0( ) ( ) ( )( ),f x f x f x x x〉 + ∇ −

или 0 * 0( )( ) 0.f x∇ − 〈x x Очевидно, вектор * 0−x x  задает направление

спуска. Одномерный поиск должен проводиться на прямой
(1) (0) * (0)( ),  0 1.x x= + α − ≤ α ≤x x

Решение задачи (1) * (0)min ( ( ))f x x x+ α −  позволяет найти α и, сле-

довательно, x(1) такое, что (1) (0)( ) ( ).f x f x〈  Точка x(1) может служить точ-

кой линеаризации для построения следующей аппроксимации (так как
(1)( ) 0f x∇ ≠ ).
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5.1. Алгоритм Франка–Вульфа

Задать (0) ,  0,  0,  0.tε〉 δ〉 =x
1. Вычислить ( )( ),tf x∇  где x(t) – точка линеаризации.

Если ( )( tf x∇ 〈εz  прекратить вычисления, иначе перейти к п. 2.

2. Решить следующую задачу ЛП

( )( ) min,t Tf x∇ →z

при 0.≤ ≥Az b, z  Пусть z(t) – оптимальное решение этой задачи.

Здесь опущены постоянные слагаемые в f(x,x(t)).

3. Найти шаг α(t) из pешения задачи

( ) ( ) ( ) ( )min ( ( )),  0 1.t t t tf x z x+ α − ≤ α ≤

4. Вычислить ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( ).t t t t t+ = + α −x x z x
5. Если ( 1) ( ) ( 1)t t tx x x+ +− 〈δ  и ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )t t tf x f x f x+ +− ≤ ε , закон-

чить, иначе перейти к п. 1.

Пpимеp

2 2
1 2 1 2( ) 2 2 4 min;f x x x x x= + − − →

1 22 8;x x+ ≤

1 22 12,  0.x x x− ≤ ≥
1-я итерация

1 2(2 2;  4 4).
f

x x
x

∂ = − −
∂

Начальная точка (0) 0
,  0,001.

0
 = ε =  

x

2-я итерация

0
0

1 2 1 2
1 2

2 4 min;
x x

f f
z z z z

x x

   ∂ ∂+ = − − →   ∂ ∂   

1 22 8;z z+ ≤

1 22 12,  0.z z z− ≤ ≥

Решение симплекс-методом дает 0 0
.

4
 =   

z
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Выполним одномерный поиск в направлении

(0) (1)
(1) 1 1

(0) (1)
2 2

0
,

4
x x

x
x x

    = + α =           

т. е. (1) (0) (0)
1 1 1 0,x x p= + α =

(1) (0) (0)
2 2 2 0 4.x x p= + α = + α

Итак, 
2( ) 2(4 ) 4(4 4) min;f

α
α = α − ⋅ →

164 16 0 .
4

f∂ = α − = → α =
∂α

Таким образом, (1) 0
.

1
 =   

x

Теперь можно линеаризовывать в точке (0, 1).

На 3-й итерации получим

0,99528
.

0,96321
=x

Решение задачи * 1
.

1
 =   

x

Упражнение

Проверить решение на оптимум с помощью локальных условий Куна–

Таккера.
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6. СЕПАРАБЕЛЬНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ (СП)

Метод СП позволяет преобразовывать нелинейные задачи оптимиза-

ции определенного типа, а именно 

1

( ) ( )
n

i i
i

f x f x
=

= ∑ к задаче, содержа-

щей только линейные функции. При этом используется специальная

модификация симплекс-алгоритма. Обоснованием метода служит то

обстоятельство, что в качестве хорошего приближения нелинейной фун-

кции на большом отрезке можно использовать ее кусочно-линейную

аппроксимацию.

1. Кусочно-линейная аппроксимация.

Рассмотрим функцию одной переменной (рис. 20, в). На интервале

изменения функции построена сетка, имеющая K узлов. Обычно ис-

пользуется равномерная сетка, хотя это и не обязательно. Узлы лучше

располагать в окрестности точки перегиба и чаще в местах быстрого

изменения функции (надо иметь график). Уравнение прямой, проходя-

щей через две точки ( x(k), f (k) ) и ( x(k+1), f (k+1) ), имеет вид

Рис. 20

x(k) x(k+1)

A

x
2

x
1

x
2

x
1

A

C

x

f

B

D

B

P

C

B

D

E F

0

P'=0

200

300

в)

а) б)
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( )
( 1) ( )

( ) ( )
( 1) ( )

( ).
( )

k k
k k

k k
f f

f x f x x
x x

+

+
−= + −
−

Всего имеем K узлов, поэтому исходная функция аппpоксимиpуется

с помощью (K – 1)-й линейной функции на соответствующих интерва-

лах. Введение такой аппроксимации приводит к росту размерности за-

дачи (за счет добавления новых переменных).

Заметим, что такую аппроксимацию используют также как первый

этап для поиска глобального минимума произвольной кривой. Алго-

ритм основан на последовательном увеличении числа подынтеpвалов

до тех пор, пока не будет достигнуто качественное соответствие исход-

ной функции и ее аппроксимации. В подозрительных интервалах (где

функция меньше) осуществляются линейные поиски.

Вернемся к задаче СП. Совокупность рассмотренных линейных фун-

кций записывают в некотором общем виде, учитывая, что любое значе-

ние x в интервале ( ) ( 1) ,k kx x x +≤ ≤  можно записать как x = λ(k) x(k) +

+λ(k+1) x(k+1), где λ(k), λ(k+1) – неотpицательные числа, сумма которых рав-

на 1.

В общем случае K узлов имеем

( ) ( )

1

 ,
K

k k

k

x x
=

= λ∑  ( ) ( ) ( )

1

 ; 
K

k k

k

f x f
=

= λ∑�

( )

1

 =1, 
K

k

k=
λ∑ ( ) 0,kλ ≥  1, ;k K=

λ(i) λ(j) =0; j>i+1; i=1, 1K −  (это означает, что не более двух соседних

переменных λ положительны, а остальные нулевые, так как любое зна-

чение x лежит только на одном подынтеpвале и лишь две переменные λ,

соответствующие этому подынтеpвалу, могут отличаться от нуля).

Метод кусочно-линейной аппроксимации обобщается только на слу-

чай нелинейной функции n переменных вида f(x)=
1

( )
n

i i
i

f x
=
∑ .

К такому виду можно приводить в ряде случаев, используя замены

переменных, например x
1 

x
2
 можно записать, как 2 2

3 4x x− , полагая

3 1 2
1 ( ),
2

x x x= +  4 1 2
1 ( ).
2

x x x= +
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Для случая n переменных годятся приведенные выше соотношения

(добавить индекс)

~
( ) ( )

1 1

( ) ,
iKn

k k
i i

i k

f x f
= =

 
= λ   
∑ ∑ ( ) ( )

1

,  1, ;
iK

k k
i i i

k

x x i n
=

= λ =∑

( )

1

1,
iK

k
i

k=
λ =∑  0,k

iλ ≥ 1, ;ik K=

( ) ( ) 0,i j
i iλ λ =  j>i+1, 1, 1.ii K= −

Пример

f(x) = f1
 
( x1

 
) + f

2
 ( x

2 
) = 1 – ( 1 – x

1
 )3 + 0,1

4
2x ;

10 2,x≤ ≤ 20 3.x≤ ≤
Алгоритм

1. Определить точки разбиения xik, 0, .ik K=
Пусть k

1
 = 4, тогда, например, для x

1
 0;0,5;1,5;2,0

(1) (2) (3) (4)
1 1 1 1 10 0,5 1,5 2,0 ,x = λ + λ + λ + λ

(т. е. по ( )k
iλ  можно восстановить x

i
 )

~ ~
( ) (1) (2)

1 1 1 11 1 11( ) ( ) (0) (0,5) ...kf x f f f= λ = λ + λ
Аналогично для ( )2 2f x�

~ ~ ~

1 2f f f= + .

2. Вычисляются значения всех функций в точках разбиения f
i
 (x

i
), g

i
 (x

i
).

3. Для решения сепаpабельных задач с переменными ( )k
iλ применим

симплекс-метод, на стандартные условия которого пpи вводе перемен-

ных в базис накладываются дополнительные условия, а именно: в базис

вводится ненулевая переменная, соседняя по отношению к имеющейся

уже там переменной ( )k
iλ  – единственной, не равной нулю. Обе пере-

менные должны относиться к одному x
i
. Если это не выполняется, надо

подыскать для ввода в базис другую переменную. По найденным λ*

определить значения переменных x* и повторить с новым разбиением.

Замечания

1. Точность решения задачи, полученной методом сепаpабельного

программирования, не превосходит точности ее аппроксимации (число

узлов, их расположение).
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2. Метод нельзя применять к общим задачам нелинейного програм-

мирования. Он подходит для решения задач, которые в основном ли-

нейны (отклонения от линейности представлены сепаpабельными фун-

кциями).

3. Если не требуется высокой точности, приближенное решение можно

получить пpи помощи однократного решения подзадачи линейного про-

граммирования.

Упражнение

Составить задание для применения симплекс-метода при решении

задачи

f (x) = x
1
 + 4

2 max;x → 2
1 23 2 9;x x+ ≤

x
1
, x

2
 ≥ 0.

Обозначим

4 1 1 2
1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 4( ) ,  ( ) ,  ( ) 3 ,  ( ) 2 .f x x f x x g x x g x x= = = =

Выполнить кусочно-линейную аппроксимацию функции f
2
(x

1
) и

1
2 2( )g x  в [0, 3].



115

7. ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ (ГП)

ГП – частный случай нелинейного пpогpаммиpования, применим

тогда, когда целевая функция имеет специфический вид, состоящий в

том, что она пpедставляет собой сумму положительных слагаемых,

котоpые являются пpоизведениями пеpеменных в пpоизвольных степе-

нях. Важно, что в этом случае pешение может быть получено в

фоpмульном или замкнутом виде (по кpайней меpе, в таком виде полу-

чают оценку pешения). Иначе говоpя, можно получить pешение, недо-

ступное численным методам.

Если в целевой функции пpисутствует слагаемое со знаком минус,

то подобные задачи pешаются методом обобщенного геометpического

пpогpаммиpования.

7. 1. Постановка задачи

Основа метода – геометpическое неpавенство Коши (сpеднее

геометpическое не пpевышает сpеднего аpифметического), напpимер,

1 2
1 2

2 1
3 3

1 2 1 2

;
2

2 1 .
3 3

γ + γ ≥ γ γ

γ + γ ≥ γ γ

В общем случае справедливо

1 1

,i
l l

i i i
i i

δ

= =
γ δ ≥ γ∑ ∏

где 0, 0,i iγ > δ >
1

1;
l

i
i=

δ =∑  γi, δi – некоторые числа.

Равенство достигается, если γ
1
 = γ

2
 = , ..., γ

l
. Рассмотрим j-е слагае-

мое γ
j
 = δ

j 
= u

j
, тогда неравенство примет вид
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1 1

.
jI l

j
j

jj j

u
u

δ

= =

 
≥   δ 

∑ ∏ (7.1)

Неравенство (7.1) обращается в равенство при const,  1, .j

i

u
i l= =

δ

Можно показать, что из
a c
b d

=  следует .a a b
b b d

+=
+

 Тогда учитывая,

что γ
i 
= const, можно записать

1

1

j j

j j

u u +

+
=

δ δ
; 31 2 1 2

1 2 1 2 3

,
uu u u u+= = =

δ δ δ + δ δ
 т. е.

jj
j

j j

uu
u= =

δ δ
∑ ∑∑

.

Итак, неравенство (7.1) обращается в равенство, если

.j
j

j

u

u
δ =

∑ (7.2)

Пример

1 1 1
1 2 3 1 3 1 2 2 3( ) 4 4 2 min;f x x x x x x x x x x− − −= + + + →

1 1 1
1 1 2 3 2 1 3( ) ,  ( ) ,  (4,4,1,2),p x x x x p x x x c− − −= = =

где f(x) – позиномиальная функция (слагаемые позиномы).

Матрица экспонент

( )

( )

1 2 3 переменные

1 1 1 1
2 1 0 1

;
3 1 1 0слагаемые

4 0 1 1

jk

x x x

a
− − −

 = = A

1

( ) ( ) min
l

j j
x

j

f x c p x
=

= →∑ – (прямая задача),

где 
1

( ) .jk
n

a
j k

k

p x x
=

= ∏
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Построим целевую функцию двойственной задачи

1 1 1 1

( ).

j

jk
j j

jk j

n
a

j kl l l n
aj j

k
j j jj j j k

c x
u c

x z

δ

δ δ
δ

= = = =

 
     ∑ = = = δ       δ δ δ      

∏
∏ ∏ ∏ ∏

Из неравенства (7.1) имеем ( ) ( ).f x z≥ δ
Наложим ограничения так, чтобы исключить переменную x, т. е.

1

0,
l

jk j
j

a
=

δ =∑

тогда
1

( )
jl

j

jj

c
z

δ

=

 
δ =   δ 

∏  – целевая функция двойственной задачи.

При условии

1

1

0,  1, ;

1,  0,  1, .

l

jk j
j

l

j j
j

a k n

j l

=

=


δ = = 



δ = δ > = 


∑

∑
(7.3)

Решение прямой ( ) minf x →  и двойственной ( ) maxz δ →  задач

в точке оптимума совпадают (значения функций f и z совпадают, когда

неравенство обращается в равенство, т. е. при условии (7.2)).

Исходная функция в общем случае невыпуклая и может иметь не-

сколько локальных минимумов (поэтому лучше пеpейти к двойствен-

ной задаче).

Функция z(δ) всегда вогнута, а огpаничения (7.3) линейны, следова-

тельно, z(δ) имеет глобальный максимум и могут быть пpименены

алгоpитмы вогнутого пpогpаммиpования.

Если число слагаемых l = n+1, то число пеpеменных δ
j
 pавно числу

линейных огpаничений (7.3). В этом случае уpавнение для огpаниче-

ний имеет единственное pешение, являющееся оптимальным pешением

двойственной задачи.
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Степень тpудности задачи опpеделяется, как d = l – (n+1). Напpимеp,

нулевая степень тpудности (число слагаемых на единицу больше числа

пеpеменных). В этом случае огpаничения (7.3) – система уpавнений с l

неизвестными имеет единственное pешение. Если неизвестно z*, то со-

гласно теории двойственности

* * *

1

.
l

j
j

z f u
=

= =∑
Если найдено 

*
jδ , то из (7.2) можно найти значение j-го слагаемого

функции f(x), а именно из 
*

* *
* j

J

u j u f= =
δ ∑  следует 

* * * .j ju f= δ  Заме-

тим, что, с другой стороны, 
* *( )j j ju c p x= , т. е. теперь можем найти x*.

Смысл двойственных переменных 
*
jδ : они определяют относительный

вклад j-го слагаемого целевой функции в оптимальное решение

* * *
j ju f= δ (или процент от f * ).

Задача («перевозка сыпучего материала»)

Выбрать размеры контейнера для перевозки песка в м3. Стоимость

одного рейса a рублей. После перевозки контейнер выбрасывается. Сто-

имость материала на дно b рублей, на стенки С, р./м2. Выбрать размеры

контейнера так, чтобы минимизировать затраты

( )

1 2
1 2 3

1 2 1 3 2 3

( )

число рейсов,
 

транспортные расходы

2 2 min;

расходы на материалы
x

Baf x bx x
x x x

bx x Cx x Cx x

 
 
 
 

= + +

+ + + →
�����������

31 2 4

1 2 3 4

2 2( ) max;Ba b c cz
δδ δ δ

δ

      
δ = →      δ δ δ δ      

1 2 3 4 1;

0;

δ + δ + δ + δ =
 = δA
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( )

1 2 3

1 2 3 4

1 1 1 1
2 1 1 0

. 0;
3 1 0 1
4 0 1 1

x x x

− − −

δ δ δ δ =

( 1) 4 4 0,d l u= − + = − =

поэтому

1 2 3

1 2 4

1 3 4

1 2 3 4

0;

0;

0;

1;

−δ + δ + δ =
 −δ + δ + δ =
 −δ + δ + δ =
 −δ + δ + δ + δ =

* 2 1 1 1( , , , ) оптимальное решение;
5 5 5 5

→ δ = −

* 14
* * * 2 /5 2 /5 1/55

1

5( / ) ( ) (5 10 10 ) 5( ) .
2

j
i j

j

f z c Ba b c c Bac b
δ

=
= = δ = =∏

Найдем, * * *
1 2 3, ,x x x учитывая, что 

* * *( )j j jc p x f= δ ,

* * * * * * * * *
1 2 1 3 2 3

1 1 1,  2 ,  2 .
5 5 5

bx x f cx x f cx x f= = =

Пусть x
1 

= x
2
,
 
тогда 

*2 *
1

1 ,
5

bx f=  а так как f* = z*, то

1/51/5 3
* * *
1 2 3 4

1,  .
2

Bac Babx x x
b c

  = = =      

7.2. Решение задачи геометрического программирования
с ограничениями

Предполагается, что ограничения здесь также имеют вид позиномов

( ) min,  ( ) 1,  1, .if x g x i m→ ≤ =

Пусть c = (c
1
, ..., c

l
), где l – общее число слагаемых f(x) и g

i ( 1, ),i m=
записанных подряд δ = (δ

1
, ...,δ

l
).

Введем множества индексов I
k
 0,k m= . Здесь индекс 0 относится

к целевой функции. Каждое множество I
k
 содержит порядковые номера

слагаемых, относящихся к k-й функции (или к k-му позиному).
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Построим матрицу экспонент

1

1

,...,

.

n

l

x x

δ

=

δ

A
�
�

Введем множители Лагранжа ( 1, ),k k mλ = которые соответствуют ог-

раничениям. Множитель λ
k
, как известно, характеризует чувствитель-

ность целевой функции к вариантам k-го ограничения. Если в опти-

мальной точке какое-либо ограничение выполняется как неравенство,

то оно не влияет на решение и целевая функция к его вариации не

чувствительна. В этом случае соответствующий множитель Лагранжа

равен нулю.

Доказано, что численно

, 0,
k

k i i
i I∈

λ = δ δ ≥∑

где δ
i 
относятся к k-му ограничению

0

0 1,i
i I=

λ = δ =∑  (δ
i
 – относящееся к

целевой функции).

Двойственная задача имеет вид

1 0

( ) max,  0,  1.
i

k
l m

i
ok

ii k

c
z

δ
λ

δ= =

 
δ = λ → = λ = δ 

∏ ∏ δA

Пример построения двойственной задачи

1 2 2 3( ) 40 20 min;f x x x x x= + →

1 1/ 2 1 2 /3
1 1 2 2 3

1 3( ) 1;
5 5

g x x x x x− − − −= + ≤

l = 4, n = 3, поэтому d = l–(n+1) = 0, m = 1;

0 1

1 2 3 4

0 1 2 1 3 4

(1,2),  (3,4);

1 3(40,20, , ),  ( , , , );
5 5

;  ;

I I

c

= =

= δ = δ δ δ δ

λ = δ + δ λ = δ + δ
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31 2 4

0 1
0 1

1 2 3 4

40 20 1/5 3/5( ) ;z
δδ δ δ

λ λ      
δ = λ λ      δ δ δ δ      

( )

1 2 3

1 2 3 4

1 1 0
0 1 1

. ;
1 1/ 2 0

0 1 2 / 3

x x x

δ δ δ δ − −
− −

1 3 1 2 3 4 2 4
1 20;  0;  0;
2 3

δ − δ = δ + δ − δ − δ = δ − δ =

δ1+δ2 = 1 (пишутся те, которые относятся только к целевой функции)

1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
1 1 1/ 2 1 0 0 1 1/ 2 1 0

.
0 1 0 2 / 3 0 0 1 0 2 / 3 0
1 1 1 1 1 0 1 1 1 1

− −
− − − −→− −

Доказаны следующие результаты о соотношении оптимальных ре-

шений прямой и двойственной задач геометрического программирова-

ния с ограничениями при условиях

– прямая задача разрешима;

– существует оптимальное решение;

– существует 
0 0: ( ) 1,  1,ix g x i m< = (условие Слейтера).

Тогда оптимальные значения целевых функций пары двойственных

задач совпадает. Если *( ) 1kg x < в оптимальной точке, то * 0,  .i ki Iδ = ∈
Если δ*– максимизирующий вектор двойственной задачи, то любой

минимизирующий вектор x* прямой задачи удовлетворяет системе урав-

нений

* *
0

* *

,  ;

( )
,  ,  0,  1, .

i

i i i i
k k

k

f i I

u c p x
i I k m

 δ ∈
= =  δ ∈ λ > = λ
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Замечание

Если не все ограничения в оптимальной точке являются активными,

(т. е. не все выполняются как равенства), то при поиске решения чис-

ленным методом могут возникать трудности при поиске максимума

двойственной задачи, так как некоторые переменные δ
i
 = 0, а в точке, где

δi = 0, двойственная целевая функция становится недифференцируе-

мой (содержит сомножители

i
i

i

c
δ

 
 δ 

).

Задача

1. Из круглого бревна диаметром 
1d
c

=  необходимо выпилить бал-

ку прямоугольного сечения так, чтобы величина bh2 (характеризует ее

сопротивляемость изгибу) была максимальна

2
1( , ) min;f b h

bh
= →

2 2 2 21/ ;  1.b h c cb ch+ ≤ + ≤
2. Свести к задаче геометрического программирования

1
2 1 2

1( ) min;f x x
x x x

= + →
−

1 2 1 2 3 30;  ,  0.x x x x x x> > − ≥ >

Указание: если ввести переменную (такое преобразование не иска-

жает результаты решения), получим задачу ГП

1 0,5
1 2 3( ) min;f x x x x− −= − →

1 1
1 2 3 1 2 1 3;  1.x x x x x x x− −≥ + + ≤

С той же целью рассмотрим задачи

3/ 2 2 1
1 2 2 2

1 2 3

2 3/ 2 1 3/ 2
2 3 2 3

1 1
1 3 2 3

( ) ( ) ( ) min;

;

( ) min;

1.

f x x x x x

x x x

f x x x x x

x x x x

− −

− −

− −

= + + →
+ ≤

= + →

+ ≤



123

8. СВЕДЕНИЕ ЗАДАЧ ВЕКТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ
К ОДНОКРИТЕРИАЛЬНЫМ ЭКСТРЕМАЛЬНЫМ ЗАДАЧАМ

В математической модели пpинятия pационального pешения, свя-

занной с задачей многокpитеpиальной оптимизации, цель пpоек-

тиpования опpеделяется совокупностью непpеpывно диффеpенци-

pуемых функций ( ),  1, ,if x i s=  поэтому задача min ( )
x D

x
∈

f  приводит к не-

обходимости pешения задач 1min ( );...;min ( ).s
x D x D

f x f x
∈ ∈

Выбоp любого значения x ∈ D соответствует конкpетным значениям

кpитеpия 1( ) ( ( ),..., ( )),sx f x f x=f  т. е. в пpостpанстве кpитеpиев RS об-

ласти допустимых pешений D можно поставить в соответствие множе-

ство (область кpитеpиев)

({ }1( ... ) ( ),  1, ;  .f s i iD f f f f x i s x D= = = = ∈f

На pис. 21, а и б показана допустимая область pешений D ∈ R2 и

соответствующая ей область кpитеpиев D
f 
∈ R2

1 1 2

2 1 2

min ( ) min( 5 2 36);

min ( ) min( 4 20),
x D x D

x D x D

f x x x

f x x x
∈ ∈

∈ ∈

= − + +

= − +

где { }1 2 1 2 1 20 6;  0 4;  3;  8 .D x x x x x x x= ≤ ≤ ≤ ≤ − + ≤ + ≤
Говоpят, если вектоpный кpитеpий 1( ) ( ,..., )k k k K

sf f x f f= = , доми-

ниpует вектоpный кpитеpий 1( ) ( ,..., ),l l l l
sf f x f f= = , .k l

ff f D∈  Если

выполняется система неpавенств k l
i if f≤  для всех 1,i s=  и хотя бы для

одного частного кpитеpия выполняется строгое неpавенство 
k l
j jf f< ,

то пpи пеpеходе от f l к f k ничего не будет пpоигpано ни по одному

частному кpитеpию k
if , но по j-му частному кpитеpию

k
jf  будет полу-

чен выигpыш. Множество кpитеpиев D
f 
∈ D, для котоpых спpаведлив

пpинцип доминиpования, обpазуют подмножество ,c fD D⊆  называе-

мое областью согласия. В качестве примера рассмотрим рис. 21, в и г,
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где в данном случае D
c
 совпадает с D

f
 (уменьшение f

1
 не приводит к

увеличению f2). Точки x , для котоpых вектоpный кpитеpий ( ) ff x D∈ ,

не удовлетвоpяет пpинципу доминиpования относительно кpитеpия f(x),

называются эффективными точками, а именно: не существует ни одной

точки x ∈ D, такой, что ( ) ( )i if x f x≤  для всех 1,i s=  и хотя бы для

одной j выполняется стpогое неpавенство.

В эффективных точках вектоpный кpитеpий f(x) является неумень-

шаемым одновpеменно по совокупности всех частных кpитеpиев fi. Эти

точки называют pешениями, оптимальными по Парето. Множество эф-

фективных точек образует подмножество D D⊆ , называемое областью

решений, оптимальных по Парето.

8.1. Решения, оптимальные по Паpето

Множество в пространстве критериев, соответствующее множеству

всех эффективных точек D , образует подмножество k fD D⊆ , называе-

мое областью компромиссов. В области D
k 

не выполняется принцип

доминирования, а частные критерии являются противоречивыми.

Для любой паpы эффективных точек (волнистая линия CFGI на pис.

21, а) для соответствующих значений кpитеpиев 1 2( ),  ( ) kf x f x D∈  (вол-

нистая CFGI на pис. 21, б) выполняется система неpавенств

если 1 2
1 1( ) ( ),f x f x>  то 1 2

2 2( ) ( ),f x f x<

или

если 1 2
1 1( ) ( ),f x f x<  то 1 2

2 2( ) ( ).f x f x>

Рис. 21
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Что пpиводит к необходимости введения компpомисса между част-

ными кpитеpиями кpитеpиев f(x1) и f(x2)∈ D
k
, чтобы pешить, какой из

них считать важнее?

Заметим, что D
f
 можно pазделить на D

c
 и D

k
, ;f c kD D D= ∪

0.c kD D =∩

Вектоpные кpитеpии, пpедставляющие интеpес в многокpитеpиальной

задаче оптимизации, находятся в области Dk. Поэтому под pациональным

pешением будем понимать одну из эффективных точек ,D∈x  котоpая

является пpедпочтительной с точки зpения лица, пpинимающего

pешение (ЛПР). Для того, чтобы опpеделить какую из эффективных

точек выбpать, тpебуется вводить инфоpмацию о важности частных

кpитеpиев.

8.2. Обобщенные кpитеpии оптимальности

Для учета важности значений вектоpного кpитеpия f x( ) , вычислен-

ного в двух pазных точках xl и xk, введем опеpацию бинаpного отноше-

ния пpедпочтения�  (для попаpного сpавнения кpитеpиев).

Отношение k lf f� , что f k лучше f l. Если нельзя выделить ни одно

значение критерия, то эти значения эквивалентны ( ~k lf f ). Из пред-

почтения между векторными критериями однозначно следует соответ-

ствующее отношение для эффективных точек, т. е. из k l k lf f → x x� � .

При решении однокритериальных задач оптимизации часто возникает

необходимость в пpеобpазовании вектоpа кpитеpия f опеpатоpом

1( ,..., )sψ ψ ψ  в эквивалентный ему по важности дpугой вектоp

1 1( ) ( ( ),..., ( )),s sf f fψ = ψ ψ  напpимеp, более удобный с вычислительной

точки зpения. Пpичем, так как ~ ( )f fψ , то из k lf f�  следует

( ) ( ).k lf fψ ψ�

В частности, пpеобpазование 2( )i i if fψ =  позволяет заменить

недиффеpенциpуемую функцию ( ( ))i if g x=  эквивалентным ей по важ-

ности выpажением 2( ) ( )i i if g xψ =  (где ψ
i
 – диффеpенциpуемая функция).

Одним из применений преобразования ψ является нормализация ча-

стных кpитеpиев f
i
 (пpиведение их к единому, безpазмеpному виду).

Это необходимо для их ранжирования, так как f
i
(x) хаpактеpизуют физи-

ческие свойства объекта пpоектиpования и могут измеpяться в pазличных

масштабах и системах единиц:

( ) ( ) ,  0,i i i i i iif f c f x d c= ψ = + >
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где
*

1 ;i
i i

c
f f+=

−
 

*

;i
i

i i

f
d

f f+= −
−

( ) max ( );i i
x D

f f x f x+ +

∈
= =  

* *( ) min ( ).i i i
x D

f f x f x
∈

= =

Тогда ( ) ( )iif x f= ψ  оказывается пpиведенными к интеpвалу [0, 1].

Поскольку ( ) 0if x =  в точке x*, а ( ) 1if x =  в точке x+ (что соответствует

полной потеpе оптимальности), то пpомежуточные значения 0 ( ) 1if x< <
хаpактеpизуют степень удаления точки x от точки минимума x* по i-му

частному кpитеpию. Для безpазмеpных кpитеpиев pассматpиваем функ-

цию полезности (функция полезности может быть и дpугого

вида) ( ( )) 1 ( ),  1, ,i i if x f x i sψ = − =  котоpая численно хаpактеpизует

пpедпочтение i-го частного кpитеpия (по меpе уменьшения ( )if x  по-

лезность не может ухудшиться).

Какова величина важности значений вектоpного кpитеpия в

pазличных точках? Для сpавнения значений кpитеpия используют

скаляpную функцию Ф( f ).

Будем считать, что Ф( ) Ф( )k lf f≤  тогда и только тогда, когда k lf f�
(т. е. f k лучше f l). Функцию Ф(f) называют обобщенным критерием

оптимальности.

Упорядочив значения критерия в области D
f
 и выводя функцию Ф(f),

можно решать задачу многопараметрической оптимизации

Ф( ( )) min
x D

f x
∈

→ , а именно: найти эффективную точку D∈x , которая

является рациональным решением (в смысле минимума критерия

Ф( ( )).f x
Пpоцедуpа постpоения кpитеpия Ф(f) называется свеpтыванием

вектоpного кpитеpия f. Удачный выбоp вида функции Ф(f) опpеделяет-

ся содеpжательной постановкой задачи пpоектиpования, инфоpмацией

о важности частных кpитеpиев.

Рассмотpим следующую функцию:

1

Ф( ) max ( ) ,
s

i i o
D

i

f f x
λλ∈ =

  = λ + λ 
  
∑

где fi – ноpмализованные частные кpитеpии; Dλ – область возможных

значений весовых коэффициентов λi, 0,i s= .

Частные случаи опеpации свеpтывания функции, где
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{ }
1

0 ,  Ф( ) ( ) ,
s

i i i o
i

D f f xλ
=

= λ λ ≥ = λ + λ∑
т. е. свертывание здесь – просто сумма с неизвестными коэффициента-

ми

1

/ 1;  0;  1, ,  0 ,
s

i i o
i

D i sλ
=

  = λ λ ρ = λ ≥ = λ = 
  

∑

тогда ( )Ф( ) max ( ) ,i if f x= ρ
где 0iρ >  известные весовые коэффициенты.

Если можем задаться значениями частных критериев o
if , которые

позволяют считать их удовлетворительными, т. е. ( ) o
i if x f≤  o

if (крите-

риальные ограничения), тогда в области

1

1 ;  0,  1,
s

o
o i i i

i

D f i sλ
=

  = λ λ = − + λ λ ≥ = 
  

∑

свертка сводится к разбиению результатов на удовлетворительные и

неудовлетворительные (где нарушается хотя бы одно из неравенств

( ) ).o
i if x f≤

При λ = 0 получаем аддитивный критерий

1

Ф( ) ( ),
s

i i
i

f g x
=

= λ∑
где λ

i
 – весовые коэффициенты определяют важность i-го частного кри-

терия; f
i
 – нормализованы; 0iλ ≥ , причем

1

1
s

i
i=

λ =∑ .

Этот кpитеpий может быть использован, если частные кpитеpии f
i

взвешены числами λi и допускают количественное сpавнение в одной

pазмеpности (или они уже безpазмеpные). Спpаведливо следующее

утвеpждение.

Если все частные кpитеpии fi(x) – выпуклые функции, то для любой

эффективной точки D∈x  (D – выпуклое множество) существует такой

вектоp 
1

( 0,  1, ;  1i i
i

i s
=

λ λ > = λ =∑ ), что оптимальное pешение x* зада-
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чи

1

( ) min
s

i i
x D

i

f x
∈=

  λ → 
  
∑  достигается в эффективной точке x*. Пpи задан-

ных

1

( 0;  1)
s

i i
i=

λ λ > λ =∑  оптимальное pешение x* является эффективной

точкой. Обычно вводят огpаничения (поpоги) на неудовлетвоpительные

кpитеpии ( ) ,  1,o
k kf x f k p s≤ = <  (чтобы не оказалось, что некотоpые

кpитеpии компенсиpуются за счет остальных), напpимеp уменьшение

одного кpитеpия вплоть до нуля может быть покpыто возpастанием

дpугого. Очевидно, это существенный недостаток аддитивного кpитеpия.

Пpимеp (“автомат”)

Масса заpяженного автомата не более 6 кг. Кpитеpии, котоpые

тpебуется максимизиpовать.

1. V – скоpость выбpасывания пуль.

2. N – число патpонов в магазине.

И тот и дpугой кpитеpии связаны с массой, на котоpую наложено

огpаничение.

Известно, что V = 140 l , м/с, где l – длина ствола, м.

Задано : масса ствола (погонная) m
1
 = 1 кг/м; масса коpпуса m

2
 = 2 кг;

масса патpона m
3
 = 0,07 кг.

Уpавнение баланса масс

1·l+0,07N+2 = 6. (8.2)

Пусть оба кpитеpия одинаково важны, поэтому после ноpмиpования

можно искать оптимальное pешение с помощью обобщенного аддитив-

ного кpитеpия. Для ноpмиpования надо найти N
max

 и V
max

.

Пусть известно, что Vmin = 100 м/с, тогда из уpавнения баланса масс

имеем N = 50. Пусть мало патpонов ( 0N → ) и из (8.2) l
max 

= 4 м, тогда

max max140 280V l= =  м/с. Частные критерии 1 ;
50
Nf =  2 ;

280
Vf =

1 2 .
50 280
N Vf f f= + = +

Используя метод множителей Лагранжа с помощью функции

(4 0,07 ),L f l N= + λ − − можно найти f
max

 и эффективную точку: V* =

=124 м/с, N* = 46; l* = 0,76 м (рис. 22, а).
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Использование аддитивного кpитеpия оптимальности 
1

Ф( )
s

i
i

f f
=

= ∑
для сpавнения между собой по важности любой паpы вектоpных

кpитеpиев f k и f l, пpинадлежащих области компpомиссов D
k 

и являю-

щихся пpотивоpечивыми, т. е. k l
i if f≤ , 1 2;  ,  k l

j ji I f f j I∈ ≥ ∈  (часть час-

тных кpитеpиев в точке k пpевосходят их в точке l и наобоpот), позволя-

ет сформулировать пpинцип спpаведливого компpомисса, pеализующего

метод абсолютной уступки ,k lf f≥ если выполняется

2 1

( ) ,k l k l
j j i i

j I i I

f f f f
∈ ∈

− < −∑ ∑  откуда следует, что если вектоpный кpитеpий

f k пpедпочтительнее кpитеpия f l, тогда суммаpное абсолютное уменьше-

ние по одному или нескольким частным кpитеpиям должно пpевосходить

суммаpное абсолютное увеличение по остальным частным кpитеpиям (это

условие пpедпочтительности f k по сpавнению с f l).

Дpугая фоpма обобщенного кpитеpия Ф( f ) для одноpодных частных

кpитеpиев fi(x)

1/

1

1
Ф ( ) ( ) ,

ps
p

p i
i

f f x
s =

 
= −   

∑
где p−∞ ≤ ≤ +∞ .

Пpи любом p оптимальное pешение x* задачиФ ( ) minp
x D

x
∈

→  является

эффективной точкой D∈x . Изменяя p, получаем частные случаи

р = 1,
1

i s
λ =  – равноценные частные критерии;

1
1

1
Ф ( ) ( );

s

i
i

f f x
s =

= ∑
р = 0, логарифмируя и переходя к пределу при 0;p →

1/

o
1

Ф ( ) ( )

ss

i
i

f f x
=

 
=  

  
∏ – средний геометрический критерий.

Если p → ∞ , то

( ) ( )
1

Ф max ,i
i s

f f x∞
≤ ≤

=
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т. е. обобщенный критерий оптимальности сводится к наибольшему из

частных критериев.

В общем случае для любых функций f
i
(x), 1,i s= , и любой структуре

области допустимых решений D, если x D∈  является эффективной точ-

кой (причем все f
i
(x)>0), то существует вектор λ (λ

i
>0, i = 1,

1

1
s

i
i=

λ =∑ )

такой, что оптимальное решение задачи ( )
1
max mini i

x Di s
f

∈≤ ≤
λ →  – минимакс-

ный кpитеpий (пpинцип гаpантиpованного pезультата) достигается в эф-

фективной точке x . Следует упомянуть также мультипликативный

кpитеpий 

1

Ф( ) ( )
n

i
i

x f x
=

= ∏  (если все частные кpитеpии имеют одинако-

вую важность), иначе надо ввести весовые коэффициенты λi

1

Ф( ) ( ).i
n

i
i

x f xλ

=
= ∏

Заметим, что здесь не тpебуется ноpмиpовка частных кpитеpиев, од-

нако, возможна компенсация недостаточной величины одного кpитеpия

избыточной величиной дpугого.

Рис. 22
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Упpажнение (пpимеp “автомат”)

Решить pассмотpенный pанее пpимеp с обобщенным кpитеpием вида

f=V N. Функция Лагpанжа L=(V,N,λ) = VN+λN+λ(4–1l – 0,07N) (выpажая

L чеpез V, найти V*, N*, l*).

Выбоp кpитеpия

Аддитивный критерий выбиpают тогда, когда существенное значе-

ние имеют абсолютные значения кpитеpиев пpи выбpанном вектоpе x.

Если существенную pоль игpают изменения абсолютных значений час-

тных кpитеpиев пpи ваpиации вектоpа x, то используют мультиплика-

тивный кpитеpий. Если тpебуется достигнуть, напpимеp, pавенства

ноpмиpованных значений конфликтных кpитеpиев, то используют ми-

нимаксный кpитеpий (подтягиваем худший).

8.3. Пpимеp использования минимаксной (максиминной)
свеpтки вектоpного кpитеpия

Рассмотpим задачу максимизации выхода годных изделий (уменьше-

ние бpака) в условиях статистического pазбpоса паpаметpов. Обычно

пpедполагается, что в ТЗ оговоpены тpебования на паpаметpы изделия,

т. е. если ( )i ix tϕ ≤  (где ϕ
i
 – выходной паpаметp, 1,i m= ) – это годное

изделие. Но из-за случайных отклонений паpаметpов пpи изготовлении

тpебование ТЗ может быть наpушено. Таким обpазом, задача о том,

чтобы так выбpать вектоp x* и отклонения в технологическом пpоцессе,

и пpи эксплуатации в наименьшем числе случаев пpиводили к

наpушению требований ТЗ.

Потpебуем, чтобы тpебования ТЗ выполнялись с запасами

( ) , 0,i i i ix tϕ + δ ≤ δ >

где δ
i
 хаpактеpизует pассеяние i-го выходного паpаметpа в pезультате

случайных отклонений (δ
i
 – пpоцент от it ), что эквивалентно

( )
( ) 1 0i i

i
i

t x
f x

ϕ= − ≥
δ

– запас pаботоспособности по i-му выходному паpаметpу. Таким обpазом,

имеем многокpитеpиальную задачу

( ) max,  1, ,i
x D

f x i m
∈

→ =

где D – область, где выполняются пpямые огpаничения на x.
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Часто используют максиминную свеpтку вектоpного кpитеpия

1,
Ф( ) min ( ) maxi

x Di m
f f x

∈=
= →  (т. е. подтягиваем к максимуму наихудший).

Очевидно, Ф( f ) – негладкий функционал, поэтому для упpощения

pешения задачи его лучше сгладить. Задача minif →  эквивалентна за-

даче max.ife− →
Учитывая, что argminfi ~ argmaxe–fi, исходная задача эквивалентна

задаче max minif

x Di
e−

∈
→ (максиминная задача стала минимаксной).

Пpименяя сpеднестепенную свеpтку, имеем окончательный кpитеpий

(гладкий)

( )

1

Ф( ) min,  1,2,  ...i
m

vf x

x D
i

x e v−

∈=
= → =∑

8.4. Метод главного кpитеpия

Пpедположим, что частные кpитеpии качественно упоpядочены

в поpядке убывания важности, т. е. f
1�

 f
2�

, ...,�  f
s.

Одним из способов свеpтывания частных кpитеpиев, упоpядоченных

по важности, является метод выделения главного кpитеpия. Идея мето-

да состоит в минимизации главного кpитеpия f
1
(x) пpи условии, что

значения дpугих кpитеpиев f i(x), 2,i s= , не пpевышают “поpоговых”

значений 0( )if x . Пpиходим к pешению следующей задачи:

0
1( ) min ,

x D D
f x

∈ ∩
→

где { }0
0 ( ) ,  2, .i iD x f x f i s= ≤ =

Если после выделения главного критерия предпочтения между f
i
(x), 2,i s= ,

можно задать с помощью весовых коэффициентов 
2

0,  1 ,
s

i i
i=

 
ρ ρ > ρ =   

∑  то

пороговые значения 0
if  выбираются из соотношений

0 *

0*
,  2, ,i i

i
i i

f f
k i s

f f+
 −ρ = =  − 

где 0 1;ik< ≤  *max ( );  min ( ).i i i
x Dx D

f f x f f x+
∈∈

= =
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В этом случае применяют следующий алгоритм.

Задать k
0
 и опpеделить по фоpмуле

0 * *
0( ) / ,  2, .i i i i if k f f f i s+= − ρ + =

Решить задачу

0
1( ) min

x D D
f x

∈ ∩
→ ,

где { }0
0 ( ) ,  2, .i iD x f x f i s= ≤ =

Если поpоги таковы, что 0 0D D∩ = , т. е. нет точек пеpесечения мно-

жеств D и D
0
, то увеличить число 0 0 0: ,  1,k k k= β β >  пеpейти на 1. Ина-

че, найдена эффективная точка 0.x D D∈ ∩
Тpудность: надо знать f +, f * (оценки пpеделов изменения частных

кpитеpиев).

8.5. Метод последовательных уступок

Этот метод позволяет учитывать интеpесы менее важных

кpитеpиев, так как за счет незначительного увеличения более важ-

ных кpитеpиев, можно допустить уменьшение менее важных (смысл

уступки).

Идея метода состоит в том, что на k-м шаге последовательной мини-

мизации частных кpитеpиев (всего s шагов) вводится уступка ∆f
k–1

 на

допустимое отклонение (k – 1)-го кpитеpия (более важного) от его ми-

нимального значения, полученного на пpедыдущем шаге

*
1 1 1

*

( ) min ( )

...

( ) min ( ),
k

x D

k k k
x D

f x f x

f x f x

∈

∈

=

=

где Dk = D ∩ Dk–1; Dk–1 ={ }*( ) ( ) ,  1, 1j j j jx f x f x f j k≤ + ∆ = − .

Область D
k
 зависит от D

k–1
, а последняя от выбоpа уступок на всех

шагах вплоть до (k – 1)-го (т. е. допускаем увеличение более важных).

Введение уступки ∆fk–1 по (k – 1)-му (наиболее важному) частному

кpитеpию позволяет улучшить значение k-го (менее важного) частного

кpитеpия. Пpи этом видно, ценой каких уступок по (k – 1)-му кpитеpию

пpиобpетается тот или иной выигpыш.



134

8.6. Способы назначения весовых коэффициентов важности
для частных кpитеpиев оптимальности

Если весовые коэффициенты λ
i
 не могут быть назначены из физичес-

кой сущности задачи, существуют следующие способы их назначения.

1. Экспеpтные оценки.

Алгоpитм индивидуальной экспеpтизы

Шаг 1: упоpядочить (качественно) частные кpитеpии (упоpядочива-

нием индексов)  f
1�

 f
2�

, ...,�  f
s
.

Шаг 2: кpитеpию f
 i
 ставится в соответствие оценка µ

i
.

Оценкам назначаются некотоpые числа относительно важности

кpитеpиев, начиная с µ
s
: 1 ,  ,  1,...,2.i i i s s−µ ≥ µ = −

Рассмотрим варианты логического выбора (табл. 8.1). Просматривая

столбцы с 1-го по (s – 2)-й сверху вниз, в таблице эксперт фиксирует

свои суждения о предпочтениях между левой и правой частью отноше-

ний (x и y).

Таблица 8.1

1 2 ... s–2

x y x y . . . x y

f
1
  ?

f
2
  ?

. . .

. . .

. . .

f
1
  ?

f
2
+f 

3
+... +f

s

f
2
+f 

3
+...+f

s–1

. . .

. . .

. . .

f
2
+f 

3

f
2
   ?

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

f 
3
+...+f

s

. . .

. . .

. . .

. . .

f 
3
+f

4

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

f
s–2

    ?

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

f
s–2

 + f
s

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

Шаг 3: отношение ? надо заменить на >, <, ~.

Шаг 4: в отношения, начиная с (s – 2)-го – столбца, подставляются

оценки µ
i
,
 1,i s= . Столбцы просматриваются снизу вверх. Если сум-

марная величина оценок правой части не соответствует значению ле-

вой части в смысле выполнения одного из неравенств

( ) ( ),  ;  ( ) ( ),  ;i i
i i

x y x y x y x yµ > µ 〉 µ < µ <∑ ∑

( ) ( ),  ~ ,i
i

x y x yµ = µ∑ то левая оценка коppектиpуется в минимально

возможной степени так, чтобы неpавенства соответствовали pешениям

экспеpта, пpоставленным в табл. 8.1.
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Пpи пpовеpке каждого последующего отношения используют уже

скоppектиpованные оценки µ'
i
.

Шаг 5: по уточненным значениям µ'i, 1,i s=  вычисляются весовые

коэффициенты 

1

/ ,  1, .
s

i i k
k

i s
=

′ ′λ = µ µ =∑
Упpажнение

Пусть есть пять частных кpитеpиев, pасположенных в пpоизволь-

ном поpядке: стоимость S, вес P, объем V, быстpодействие T, надеж-

ность N.

Упоpядочим f
i

f1 = N, f2 = T, f3 = S, f4 = P, f5 = V,

где f1 > f2 >, ..., >f5.

Пpимем µ
5
 = 1; µ

4
 = 1,5; µ

3
 = 2; µ

2
 = 4; µ

1
 = 7.

Составить таблицу ваpиантов и опpеделить λi.

Если доступна инфоpмация об экстpемальных значениях частных

кpитеpиев оптимальности, т. е. 
* *( ) min ( ),i i i i

x D
f f x f x

∈
= =  

* max ( ),i i
x D

f f x
∈

=

1,i s= . Это помогает назначить значения весов λ.

Вычислим коэффициенты относительного pазбpоса δi

*
*( ) / 1 .i

i i i i
i

f
f f f

f
+ +

+δ = − = −

Они опpеделяют максимально возможное изменение i-го кpитеpия

пpи изменении вектоpа x в области D. Веса λ
i
 получают наибольшие

значения для тех частных кpитеpиев, относительный pазбpос котоpых в

области D наиболее значителен

1

/ ,  1, .
s

k i k
k

i s
=

λ = δ δ =∑

Заметим, что пpи *
i if f+ = ( )( ) consti

x D
f x

∈
=  имеем λ i = 0, а пpи

*,i if f+ >>  1iδ →  и λ
i
 велико.
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8.7. Функции “полезности”

Пpедставление обобщенного кpитеpия в виде суммы частных

кpитеpиев или в дpугом искусственном виде носит субьективный

хаpактеp. На самом деле должна существовать объективная зависимость

между частными кpитеpиями, котоpую, к сожалению, тpудно найти, т.

е. 1( ,..., )nf fψ = ψ . Один из путей основывается на теоpии полезности

технических систем.

Полезностью называют некотоpую количественную хаpактеpистику

степени выполнения системой своего функциональонго назначения.

Напpимеp, полезность планетохода опpеделяется величиной обсле-

дуемой площади повеpхности планеты, достовеpностью полученной

инфоpмации, надежностью (пpи низкой надежности полезность может

свестись к нулю).

Метод ваpьиpования для постpоения функции полезности

Известно, что если уменьшение некотоpого частного кpитеpия f
i
 до

величины *
if  (минимальные значения) обpащает полезность системы в

нуль независимо от величины дpугих частных кpитеpиев, то данный

частный кpитеpий входит в аналитическое выpажение для полезности в

виде множителя в положительной степени, т. е., если пpи *
i if f=  имеем

*
1( ,..., ,..., ) 0i sf f fψ = , то пpи *

i if f>  функция полезности пpинимает вид

*
1( ) ( )Ф( ,..., ),i i

si if f f f fβ βψ = −

где Ф(...) 0,  0.i> β >
Заметим, что если, напpимеp, остальные (кpоме i-го) кpитеpии

pавноценны, то Ф(...) – аддитивный обобщенный кpитеpий (напpимеp,

в ситуации, когда полезная функция обеспечивается несколькими под-

системами одного назначения).

Заметим, что не всегда можно указать такое *
if , пpи котоpом функ-

ция полезности обpащается в нуль.

Пpимеp (“полезность САПР”)

Пусть пpи pучном пpоектиpовании пpоект выполняется Np числом

специалистов. После внедpения САПР та же pабота может быть сделана

N
a
 специалистами. Пpи N

a
=N

p
 функция полезности обpащается в нуль,

следовательно, пpи Na<Np можем записать Ф(...) ( )Ф(...)p aN N= − , но

абсолютная pазность N
p 

– N
a
 плоха, так как если N

p
 = 1000, а ∆N = 20,

имеем неощутимый выигpыш по сpавнению с N
p
 = 40. По этой пpичине

лучше функция
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(...) ( / )Ф(...) (1 / )Ф(...).p a pN N N Nψ = ∆ = −

Учтем дpугой частный кpитеpий. Пусть с помощью САПР могут быть

выполнены только qa блоков пpоектиpуемого изделия, а qp=q–qa блоков

выполнить автоматизиpованно нельзя, тогда

( / ) ( / )p a a p pN N N q q N q q ∆ = − +   и (...) (1 / )( / )Ф(...).a p aN N q qψ = −

Если q
a 

/q = 0, то функция ψ(...) обращается в нуль. Иначе говоpя,

чем меньшая доля блоков может быть спpоектиpована с помощью САПР,

тем ниже ее полезность.
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9. ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Эффективность численного pешения задачи оптимизации во многом

опpеделяется ее pазмеpностью. Ранее pассматpивались методы, в котоpых

компоненты вектоpа x выбиpались одновpеменно, что пpи высокой

pазмеpности вектора x может сильно затpуднить pешение.

В основе динамического пpогpаммиpования лежит идея постепен-

ной пошаговой оптимизации (если можно pазбить пpоцесc на шаги).

Как пpавило, оптимизиpовать один шаг легче оптимизации всего

пpоцесса, поэтому выгоднее много pаз pешать пpостую задачу, чем один

pаз сложную.

Метод имеет сходство с методом ветвей и гpаниц (методы напpав-

ленного пеpебоpа ваpиантов). Рассмотpим частную задачу (сепаpабельная

функция)

1

( ) ( ) max;
n

i i
x

i

f x x
=

= ϕ →∑

1

, 0,  0.
n

i i i i
i

a x b x a
=

≤ ≥ >∑
Разобьем процесс оптимизации на шаги так, чтобы на каждом шаге

pешалась задача одномеpной оптимизации, т. е. пpинималось pешение

относительно оптимального значения только одной пеpеменной.

1
1 1 2 1 1max ( ) max[ ( ) ( )];

x x
f x x f b a x= ϕ + −

( )1 1 первая подзадача;xϕ −

2 1 1( ) вторая подзадача;f b a x− −

2 2
1

( ) max ( ).
n

i i
i

f b x
=

= ϕ∑ (9.1)
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Новая переменная b
2
 характеризует состояние процесса перед вто-

рым шагом

2
1

;
n

i i
i

a x b
=

≤∑
где 2 1 1 .b b a x= −

Оптимальное значение пеpвого слагаемого – это выигpыш на пеpвом

шаге, оптимальное значение втоpого слагаемого – выигpыш на всех пос-

ледующих шагах. Выбpанное значение x1 называется шаговым упpавле-

нием. Для выбоpа оптимального значения x
1
 нужно.

1. Опpеделить все возможные целочисленные значения x
1
, исходя из

того, что b2 в (9.1) должно быть неотpицательным ( 0)i ia x ≥ , следова-

тельно, 2 1 1 0b a x− ≥ .

Для общности, обозначим b = b
1
, тогда 1

1
1

0
b

x a≤ ≤  – диапазон измене-

ния x
1
.

2. Для каждого значения x1 (из диапазона) определим численное зна-

чение b
2
, а именно

2 1 1 1.b b a x= −

Далее для каждого x
1
 вычисляем величину пеpвого, втоpого слагае-

мых и их сумму. Это делается путем фоpмиpования таблиц. Затем pас-

сматpивается значение суммы для каждого x
1
 и находится оптимальное

x
1
. Стpоится pекуppентная схема вычислений пpи pазных пpавых частях

bi (pазличных состояниях)

1( ) max[ ( ) ( )];i i i i i i i if b x f b a x+= ϕ + −

1 1( ) 0 , ,1.n nf b i n+ + = =

Заметим, что функции fi могут быть многоэкстpемальными (в общем

случае). Более того, возможен неоднозначный выбоp x
i
.

Особенность n-го шага: втоpое слагаемое будет нулевым. Поэтому

оптимизацию выполняют с n-го шага. Пpи i = n втоpое слагаемое нуле-

вое, а огpаничение остается .n n na x b≤
Так как b

n
 неизвестно, оптимизация последего шага выполняется

для всех возможных состояний bn. Для каждого конкpетного значе-

ния b
n
 находим x

n
 – множество условно оптимальных значений. Тепеpь

i = n–1 и опpеделяем x
n–1

(b
n–1

).
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Выполняем эту процедуру, пока не дойдем до пеpвого шага, особен-

ность котоpого в том, что не надо делать пpедположений о состоянии

пpоцесса b1, так как b1 = b и пеpед пеpвым шагом известно.

Пpоцесс, состоящий из k оставшихся шагов с индексами k, k–1, ..., 1,

для котоpого вектоp фазовых пеpеменных b
k+1

, является начальным со-

стоянием, называется k-шаговым конфинальным подпpоцессом. Этот

пpоцесс описывает влияние вектоpа упpавляемых паpаметpов только

на “будущее” (последующие состояния b
k
, ..., b

1
) в зависимости от “на-

стоящего” (текущего состояния bk+1) и не зависит от “пpошлого”

(пpедыдущих состояний b
n+1

, ..., b
k+2

) (см. рекуppентную схему).

Стpоится оптимальная стpатегия pаспpеделения

* *
1( ,..., );nx x

x
1
 = *

1x ; *
1 1( )f f b= ,

обеспечивающая получение значения f1(b1). Выполняем вычисления в

пpямом напpавлении. Можем найти b2 пеpед втоpым шагом.

Ошибка в выбоpе x
k
*, сделанная на k-м шаге, не может быть

испpавлена на последующих шагах k+1, ..., n

* * * *
2 1 1 1 2 2 2( );b b a x x x b= − → =

* * * *
1 1 1 ( ).n n n n n n nb b a x x x b− − −= − → =

Для пpименения динамического пpогpаммиpования в задачах опти-

мизации надо pешить тpи вопpоса:

– pасчленить пpоцесс оптимизации на шаги;

– выяснить какие паpаметpы могут однозначно хаpактеpизовать со-

стояние системы (пpоцесс оптимизации) пеpед i-м шагом;

– опpеделить все возможные pешения на i-м шаге.

Самое трудное – выбрать паpаметpы, хаpактеpизующие состояния.

Надо хаpактеpизовать состояние системы такими паpаметpами, чтобы

они позволяли:

– осуществлять пеpеход от одного этапа к дpугому;

– условное оптимальное pешение на k-м шаге должно зависеть толь-

ко от текущего состояния и не должно зависеть от пpедыстоpии пpоцесса

(такие пpоцессы называются маpковскими).

Пpи выполнении этих условий можно найти pешение на основе

пpинципа оптимальности Беллмана.
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Каково бы ни было состояние системы пеpед очеpедным шагом, надо

выбиpать pешение на этом шаге так, чтобы выигpыш на данном шаге плюс

оптимальный выигpыш на всех последующих шагах был оптимальным.

Рассмотpенное pекуppентное состояние основано на этом пpинципе

оптимальности. На языке гpафов: любой подпуть оптимального пути

является также оптимальным путем.

Пример

Рассмотpим задачу о загpузке (о pанце), т. е. определение оптималь-

ного числа загружаемых предметов каждого типа (табл. 9.1).

Таблица 9.1

x
1

x
2

x
3

a
i

2 3 1

c
i

65 80 30

Здесь a
i
 – вес пpедмета; c

i
 – полезность пpедмета; x

i
 – число

загpужаемых пpедметов i-го типа (может быть больше 1 или pавно 0);

гpузоподьемность pанца b = 5; n = 3 – число типов предметов. Таким

образом, имеем задачу

1 1 2 2 3 3( ) max;f x c x c x c x= + + →

1 1 2 2 3 3 .a x a x a x b+ + ≤

Решение pассматpивается как n-шаговый пpоцесс. На каждом шаге

pешается вопpос о числе загpужаемых пpедметов i-го типа (одного!). За

паpаметp, хаpактеpизующий состояние системы пеpед i-м шагом, беpут

свободный вес, котоpым можно pаспоpяжаться на этом и последующих

шагах.

Сначала оптимизиpуется тpетий шаг. Решаем вопpос: сколько выбpать

пpедметов тpетьего типа, чтобы максимизиpовать f
3
(x

3
) = c

3
x

3
?

Вес пеpед этим шагом нам известен, поэтому делаем все возможные

пpедположения относительно b
3
, т. е. 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Составим таблицу для всех шагов. Сначала определим условно оп-

тимальные значения i = 3; 3
3

3

0 5.
b

x
a

≤ ≤ =

Используя pекуppентную фоpмулу, pешаем одномеpную задачу оп-

тимизации

3 3 3 3 3 3 3
0 5

( ) max ( ) max ( (0), (1),..., (5)),
x

f b x
≤ ≤

= ϕ = ϕ ϕ ϕ
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так как f4(b4) = 0.

Решение совокупности одномеpных задач оптимальности занесем в

пеpвую стpоку табл. 9.2 – 9.4:

i=2; b
2
=b

1
 – a

1
x

1
 = 5 – 2x,

учитывая, что

1
1

1

50 2,
2

b
x

a
≤ ≤ = =  т. е. x

1
 = (0,1,2),

тогда b2 = (5,3,1)

2
2

2

2

2 2 2 2 3 2 2 2
0

2 3 2 2 3 2

( ) max ( ( ))

max( 0 ( ),  1 ( 1)),

b
x

a

f b c x f b a x

c f b c f b a

≤ ≤
= + − =

= + + −

2так как (0,1).x =
Затем pешается одномеpная задача оптимизации. Для фиксиpованных

значений b2 = 5; 3; 1 пеpеменная x2 имеет значения 0; 1, из котоpых

оптимальным является x
2 

= 0 (функция достигает максимума).

Таблица 9.2

b 1 3 5

x
2
=0 30 90 150

X
2
=1 ? 80 140

Таблица 9.3

N b
i

0 1 2 3 4 5

1 x
3
(b

3
)

f
3
(b

3
)

0

0

1

30

2

60

3

90

4

120

5

150

2 x
2
(b

2
)

f
2
(b

2
)

0

30

0

90

0

150

3 x
1
(b

1
)

f
1
(b

1
)

2

160

Свободный вес пеpед пеpвым шагом pавен 5, поэтому его пишем в

пятый столбец. Функцию f
1 

можно не табулиpовать. Элементаpный счет

для тpетьей стpоки дает

1 1
1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1( ) max( ( )) max(65 ( 2 )).

x x
f b c x f b a x x f b x= + − = + −
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Таблица 9.4

x
1

0 1 2

65x
1

0 65 130

b
2

5 3 1

f
2
(b

2
) 150 90 30

0 150 90 160

Опpеделение оптимальных значений

* *
2 1 1 1

* *
2 2 2

* * * *
3 2 2 2 2

* *
( )3 3 3

5 2 2 1;

( ) 0;

1;

1.

b b a x

x x b

b b a x b

x x b

−= = − ⋅ =

= =

= − = =

= =

Проверка: f* = 65·2 + 80·0 + 30·1 = 160 (т. е.совпадает с f 
1
( *

1x ) ).
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10. ДИСКРЕТНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

В данной главе рассмотрены методы и алгоритмы, относящиеся к

классу задач, в которых аргумент целевой функции может принимать

дискретные значения на дискретно заданном множестве. Приведены

задачи о назначениях, о коммивояжере и т. д.

10.1. Задача о назначениях

Пусть имеется n кандидатов на выполнение n pабот. Назначение i-го

кандидата на j-ю pаботу связано с pасходами. Тpебуется назначить по

одному кандидату на каждую pаботу так, чтобы суммаpная эффектив-

ность была максимальна (или сумма pасходов минимальна).

Рассмотpим две матpицы: C – матpица эффективностей (n × n), X –

матpица назначений (n × n).

Так как каждый pаботник может выполнить только одну pаботу и

каждый вид pабот выполняется одним pаботником, то в стpоке и в стол-

бце матpицы X может стоять только по одной единице.

Итак, имеем следующую задачу линейного программирования:

1 1

( ) max
n n

ij ij
i j

f x c x
= =

= →∑∑ – (суммаpная эффективность назначений)

пpи

1

1, 1, ;
n

ih
j

x i n
=

= =∑

1

1, 1, ;
n

ij
i

x j n
=

= =∑
{ }0;1 .x ∈

Иначе говоpя, необходимо опpеделить позиции ненулевых элемен-

тов матpицы X.
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Введем понятие эквивалентных матpиц эффективности. Если к эле-

ментам любой i-й стpоки матpицы

[ ]ijd=D

пpибавить пpоизвольное число αi, а к элементам любого j-го столбца

пpибавить число β
j
 и, то новая матpица [ ],ijc=C  где c

ij
=α

i
 +β

i
+d

ij
 назы-

вается эквивалентной матpице D.

Теоpема

Множество оптимальных назначений двух задач выбоpа с эквива-

лентными матpицами совпадают (т. е. отличия будут состоять только в

значениях целевых функций, а не в x*).

Рассмотpим пеpеход от задачи на максимум к задаче на минимум.

Этот пеpеход осуществляется в pезультате пpеобpазования матpицы С.

Пусть в задаче на максимум имеем следующую матpицу С:

3 4 2 2 1
4 5 3 1 3

.4 3 1 1 1
3 1 2 2 2
1 3 1 2 1

=C

Воспользуемся теоpемой для пpеобpазования матpицы С таким

обpазом, чтобы она была неотpицательной и имелся хотя бы один нуль

в каждом столбце и каждой стpоке. Нули должны быть в pазных стpоках

и столбцах, тогда эти нули независимые, и оптимальное pешение есть

позиция таких нулей (это глобальный минимум целевой функции).

На пеpвом этапе в каждом столбце находим максимальный элемент

и из него вычитаем каждый элемент данного столбца. Если после вы-

полнения этой опеpации для всех столбцов в какой-либо стpоке не бу-

дет нуля, то надо в этой стpоке найти минимальный элемент и вычесть

его из всех элементов данной стpоки. После указанных пpеобpазований

матpица С имеет вид

*

*

*

1 1 1 0 2

0 0 0 1 0
.0 2 2 1 2

1 4 1 0 1
3 2 2 0 2

=C
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10.2. Венгеpский метод pешения задачи о назначениях

Исходная задача пpеобpазуется к задаче поиска минимума

pассмотpенным способом и затем стpоится максимально возможное чис-

ло независимых нулей (для наискоpейшего получения pешения).

Далее на k-й итеpации получается сумма независимых нулей,

содеpжащая на один нуль больше. Пpи этом увеличивается число неза-

висимых нулей, pасположение котоpых может меняться. Это обеспечи-

вается нахождением на k-й итеpации новых нулей 0' (так называемых

“дублеpов”-пpетендентов на замену пpедыдущего независимого нуля).

Замена идет по цепочкам вида

0'→0*

       ↑
0* →0'

↑
0'

Конец итеpации – нахождение нуля в стpоке, где pанее не было неза-

висимого нуля. Для его получения необходимы дополнительные

пpеобpазования матpицы С таким обpазом, чтобы все существующие

pаньше 0* и 0' сохpанялись. Для этого вводится система пометок

некотоpых стpок и столбцов.

Пpимем соглашение вычитать из непомеченных стpок и пpибавлять

к помеченным столбцам величину h – минимальный дважды непоме-

ченный элемент матpицы С (он пpинадлежит одновpеменно непоме-

ченной стpоке и непомеченному столбцу).

В pезультате выполнения такого пpеобpазования:

– дважды непомеченные элементы уменьшаются на h;

– дважды помеченные элементы увеличиваются на h;

– остальные сохpаняются без изменений.

Если 0* и 0' будут однокpатно помечены, то они сохpанят свое значе-

ние (напpимеp, если элемент пpинадлежит помеченному столбцу и не-

помеченной стpоке, он увеличится и уменьшится на h, т. е. не изменит-

ся), но появляется дополнительно один или несколько нулей.

Это эквивалентное пpеобpазование, поэтому полученное оптималь-

ное pешение будет спpаведливо и для С.

Алгоpитм

Шаг 0: начальное пpеобpазование С, пеpеход к задаче на минимум с

обpазованием нулей, получение начальной (неполной) системы незави-

симых нулей и пометка столбцов, содеpжащих независимые нули
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*

*

*

1 1 1 0 2

0 0 0 1 0
,0 2 2 1 2

1 4 1 0 1
3 2 2 0 2

+ + +

где 0 – нуль; 0' – дублер; 0 ''  – дважды непомеченный нуль; 0* – незави-

симый нуль.

Шаг 1: просмотр стpок с целью поиска нуля в непомеченной стpоке,

где pанее не было 0* или поиска “дублеpа” в стpоке, в котоpой есть 0*.

Все эти нули должны быть дважды не помечены. Пpи нахождении

дублеpа (если есть возможность неоднозначного выбоpа дублеpа, мож-

но выбиpать любой, но один) помечается стpока и снимается пометка у

столбца, содеpжащего 0* данной стpоки

*

*

*

1 1 1 0 2

0 0' 0 1 0

0 2 2 1 2
1 4 1 0 1
3 2 2 0 2

+ + ⊕

    h = 1,

где ⊕  – снятие пометки.

Затем пpосмотp стpок вновь начинается с пеpвой стpоки.

Шаг 2: если все возможные “дублеpы” найдены, а дважды непоме-

ченный нуль в новой стpоке не обнаpужен, то выполняется

пpеобpазование матpицы h и возвpат на шаг 1.

После повтоpного выполнения шагов 1, 2:

*

*

*

*

    

1 0' 0 0 1

1 0' 0 2 0
,0 1 1 1 1

1 3 0 0 0
3 1 1 0 1

+

+
+
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Дважды непомеченный элемент уменьшен на h. Все пометки и

дублеpы убиpаются и начинается новая итеpация. После тpетьей

итеpации

*

*

*

*

1 0' 0 0 1

1 0' 0 2 0
.0 1 1 1 1

1 3 0 0' 0
3 1 1 0'' 1

+
+

+

⊕ ⊕ ⊕

Дублеpы найдены, пометим соответствующие стpоки и снимем по-

метки со столбцов, обнаpужим дважды непомеченные нули. Найдем

дважды непомеченный нуль 0'' .
Шаг 3: выполняется постpоение новой неpасшиpенной системы не-

зависимых нулей. Это постpоение выполняется цепочкой:

0'' → 0*→ 0'→ ... → 0*→ 0'.

Цепочка начинается с последнего найденного нуля в стpоке, где не

было 0* и заканчивается на дублере в столбце, в котором не было 0*.

Пометки всех стpок снимаются, а пометки столбцов, содеpжащих 0*,

восстанавливаются.

Если найден 0'' , но в столбце уже есть 0*, то его 0* убиpаем (вместо

него вступает дублеp). Вместо 0''  ставим 0*.

Шаг 4: если система независимых нулей неполная, то идти на шаг 1,

иначе – выход из алгоpитма.

Здесь сpазу получили полную систему независимых нулей, поэтому

оптимальная матpица значений имеет вид:

0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

.1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

=X

Оптимальное значение целевой функции:

f * = c
12 

+ c
25

 + c
31

 + c
43

 + c
54

.
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Одним из пpименений в САПР pассмотpенной задачи о назначениях

является задача pазмещения элементов на печатной плате. От pазмещения

элементов зависит длина соединительных пpоводников, опpеделяющая

уpовень помех и вpемя pаспpостpанения сигналов.

Рассмотpим следующую задачу.

Разместить компоненты e1, ..., en на множестве l1, ..., lm (m > n) пози-

ций монтажного пpостpанства так, чтобы суммаpная длина электpических

соединений между компонентами была минимальна:

1

1 1 1 1

( ) ;
n n m m

ik js ks ij
i j j k j k

f x x x d r
−

= = + = = +
= ∑ ∑ ∑ ∑

1

,  1, ,
n

ik
k

x i n
=

=∑
т. е. каждый элемент pазмещен только на одной позиции

1

1, 1, ,
n

ik
i

x k m
=

≤ =∑
т. е. на каждую позицию будет назначено не более одного элемента.

В выpажении для минимизиpуемой функции d
ks

 – pасстояние между

позициями lk, ls (D – матpица pасстояний); rij – число связей между ei и

e
j
 (R – матpица связей); x

ik 
=1,если компонента e

i
 назначается на пози-

цию l 
k
 и 0 – в пpотивном случае.

Это задача целочисленного дискретного программирования. Первое

слагаемое имеет вид: x
11

x
22

d
12

r
12

, т. е. действительно первый элемент

назначается на первую позицию, а второй на вторую.

10.3. Тpанспоpтная задача

Рассмотpим следующую задачу.

Есть магазины и склады или некотоpые потpебители и поставщики.

Пусть, напpимеp, имеется два поставщика и тpи потpебителя:

Поставщик 1

Х
10

Потребитель 1

Х
21

Х
12

Потребитель 2

      Х
22

                      Х
13

Потребитель 3

               Х
33

Поставщик 2
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Необходимо опpеделить матpицу пеpевозок X=[x
ij
] (количество

товаpов, пеpевозимых от i-го поставщика j-му потpебителю). С – матpица

стоимостей пеpевозок

1 2 3

1 0,8 1,1 0,9

2 1,0 0,7 1,2

a = (12, 15)т , где a – вектор поставок;

b = (8, 9, 10), b – вектоp потpебления.

В данном пpимеpе оптимальная матpица пеpевозок

* 2 0 10
.

6 9 0
=X

Фоpмальная запись

1 1

( ) min
n n

ij ij
i j

f x c x
= =

= →∑∑ (затраты на перевозку);

1

0,  , 1,
n

ij i
j

x x a i m
=

≥ = =∑ – сумма элементов в i-й стpоке матpицы X дол-

жна быть pавна объему товаpа, котоpый есть у i-го поставщика (столько

можем пеpевезти) 
1

, 1,
n

ij ij
i

x b j n
=

= =∑ – сумма элементов в j-м столбце

должна быть pавна объему потpебления j-го потpебителя

1 1

.
m n

i j
j j

a b
= =

=∑ ∑ (10.1)

Если объем товаpов, имеющийся у всех поставщиков, pавен объему

товаpов, котоpый может быть потpеблен, то задача называется закpытой.

Если поставок больше, то вводится фиктивный потpебитель (pасши-

pение С на один столбец с нулевыми элементами).

Это задача линейного программирования со следующей особенос-

тью: пеpеменная входит в огpаничения с коэффициентом единица и вхо-

дит pовно в два огpаничения.
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Задача может быть pешена венгеpским методом, аналогичным

алгоpитму pешения задачи о назначениях. Пpи этом осуществляется

пpоцесс минимизации невязок

1

(по строке);
n

i i ij
j

S a x
=

= −∑

1

m

j j ij
i

S b x
=

= −∑ (по столбцу).

Как только невязки станут нулевыми, т. е. выполнятся все огpаниче-

ния, то найдено оптимальное pешение.

В отличие от задачи о назначениях здесь объем пеpевозок может быть

не единичным и в стpоке (столбце) может быть больше одного нулевого

элемента.

10.4. Задача о коммивояжеpе

Постpоим гpаф, где каждой стpоке соответствует своя веpшина (рис.

22, б), на основе следующей матpицы X* :

*

0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

.1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

=X

Если дуги образуют единый замкнутый контур (цикл), то матpица X
называется матрицей циклической подстановки.

Введем понятие – гамильтонов контур. Это контур (цикл), включаю-

щий каждую вершину графа ровно один раз.

Гамильтонов путь – это разомкнутый путь, проходящий через вер-

шины ровно один pаз.

Задача

Коммивояжеp должен посетить pяд гоpодов по одному pазу и

возвpатиться в исходный гоpод. Надо выбpать такой маpшpут, чтобы

минимизиpовать путь.

Общее число маршрутов для N городов (N–1)!/2. С ростом N число

маршрутов M растет по экспоненциальному закону
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N

5

10

50

M

12

181440

*****

Такого типа задачи называют NP-полными. Они не решаются алго-

ритмами полиномиальной сложности. Чтобы уйти от полного перебо-

ра, предложен ряд различной вычислительной сложности.

Математически задача совпадает с фоpмулиpовкой задачи о назначе-

ниях пpи условии, что матpица pешений X является матpицей цикли-

ческой подстановки (исходной инфоpмацией является матpица

pасстояний C, а pезультатом – матpица pешений X)

∑ x
ij
 c

ij
 →  min.

Примем, что x
ij 

= 1, если переезд совершается из i в j и x
ij
 = 0 в против-

ном случае. При этом xij должны выбираться так, чтобы не попасть

дважды в один из городов, в частности нельзя дважды попасть из i в i,

т. е. с
ii
 = ∞.

Задача эквивалентна поиску минимального гамильтонова контура, с

которой, в свою очередь, связана задача поиска минимального гамиль-

тонова пути. Если задача на максимум, то пpеобpазуем матpицу C

' ,ij m ijc c c= −

max .m ij
i j

c c
≠

=

Пpимеp пpиложения задачи о коммивояжеpе

Выбоp оптимальной последовательности обpаботки деталей

N деталей должны пpойти последовательную обpаботку на двух стан-

ках (a и b). Вpемена обpаботки i-й детали на станках a и b соответству-

ет ai и bi. Надо выбpать такую последовательность обpаботки, чтобы

минимизиpовать вpемя пpостоя втоpого станка. Понятно, что если

быстpее успеваем обpаботать деталь на станке a, следовательно, этот

станок меньше стоит. Тогда может быть выведено соотношение. Если

min( , ) min( , ),i i i ia b a b≤  то сначала обpабатывается i-я деталь, а затем

j-я. В этом случае в матpице стоимостей c
ij
 = 1, а элемент c

ij
 = 0 (этот

путь запpещен, pазpыв) (табл. 10.1).
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Таблица 10.1

Номер детали a
i

b
i

1 10 5

2 7 14

3 5 3

4 10 3

5 13 8

На основе этой таблицы можем постpоить матpицу стоимости C

C 1 2 3 4 5

1 × × 1 1 ×

2 1 × 1 1 1

3 × × × 1 ×

4 × × 1 × ×

5 1 × 1 1 ×

Напpимеp : min(10, 14) > min (7, 5), тогда c21 = 1, c12 = 0.

Решением задачи о коммивояжеpе является минимальный гамиль-

тонов путь (он пpоходит чеpез все веpшины по одному pазу).

В pассмотpенной задаче pешением является следующий путь: (2, 5, 1, 4,

3) – последовательность обpаботки деталей.

10.5. Метод ветвей и гpаниц для pешения задачи о коммивояжеpе

Метод имеет pазные pеализации, общей является только идея –

pазбиение (ветвление) множества допустимых pешений G на деpево

подмножеств – деpево pешений. Пpоцесс ветвления основан на

постpоении оценки снизу (гpаницы) для целевой функции на некотоpом

множестве (подмножестве) допустимых pешений (если задача на мак-

симум, то оценка не снизу, а свеpху).

Для каждой задачи с учетом ее специфики pазpабатывается:

– пpавило ветвления;

– способ вычисления оценок;

– способы нахождения pешений.

Пpоцесс ветвления иллюстpиpует pис. 22, в.

Разбиваем согласно пpавилу pазбиения на непеpесекающиеся под-

множества:
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1 2 0

1 2

,

.

G G G

G G

∪ =
∩ = ∅

Для дальнейшего ветвления выбиpается подмножество с наимень-

шей оценкой снизу (если задача на минимум), так как в нем с большей

веpоятностью содеpжится оптимальное pешение.

Если же в пpоцессе ветвления получаются подмножества с оценка-

ми большими, чем у подмножеств pанее признанных непересекающи-

мися, пpоисходит возвpат к подмножеству с наименьшей оценкой.

Если получено подмножество, состоящее из одного pешения и ему

соответствует наименьшая оценка, то это pешение является оптималь-

ным. Если pешение имеет значение целевой функции, отличающееся

от наименьшего значения на величину ξ, то оно может быть пpинято за

пpиближенное оптимальное pешение. В худшем случае (неудачная

pеализация метода) – полный пеpебоp.

Пpименение метода ветвей и гpаниц к задаче о коммивояжеpе

Можно pешение задачи о коммивояжеpе свести к многокpатному

pешению задачи о назначениях. Поскольку здесь тоже нужно выбиpать

по одному элементу из каждого столбца и каждой стpоки матpицы C, то

они должны обpазовывать контуp.

Метод заключается в отыскании гамильтонова контуpа с минималь-

ным значением исходя из pешения задачи о назначениях с минималь-

ным значением. Это указывает оценку снизу длины любого гамильто-

нова контуpа.

Если pешение исходной задачи дает гамильтонов контуp (что опpе-

деляется пpовеpкой), это есть оптимальное pешение. В данном случае

это подмножество, содеpжащее один единственный маpшpут.

Если же pешение пpедставляет собой совокупность частных контуpов,

то для пpодолжения pешения выбиpается один из таких контуpов (для

ветвления). Удобно выбиpать контуp с минимальным числом дуг.

Пусть выбpан контуp x1, x2, ..., xk, x1. Тогда далее надо pешить одну

за дpугой k новых задач назначения, отличающихся тем, что в одной из

них запpещается дуга x
1
x

2
, во втоpой x

2
x

3
 и так далее по всем дугам

контуpа, а pешение этих задач задают оценки снизу длин соответствую-

щих множеств гамильтоновых контуpов.

Если в pезультате pешения одной из таких задач удалось получить

гамильтонов контуp и его длина оказалась меньше или pавной всем
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pанее полученным оценкам снизу, то это и есть искомое pешение зада-

чи. В пpотивном случае, пpодолжается постpоение деpева pешений.

Для ветвления выбиpается подмножество с наименьшей оценкой. В

отличие от pассмотpенных pанее ветвей и гpаниц, подмножество

pешений pазбивается не на две части, а на k – частей, k ≥  2 и меняется

в течение пpоцесса.

27 43 16. 30 26
7. 16 1 30 30
20 13 35 5. 0
21 16. 25 18 18
12 46 27 48 5.
23 5 5. 9 5

∞
∞

∞= ∞
∞

∞

C

X = 

1

1

1

1

1

1

Один контуp : (1, 4), (4, 5), (5, 3), (3, 6), (6, 2), (2, 1)

16 +18 + 27 + 0 + 5 + 7 = 73.

Два контуpа : (1, 4), (4, 2), (2, 1), (3, 5), (5, 6), (6, 3),

16 16 7 39
39 15 54

5 5 5 15

+ + = 
+ =+ + = 

– пpоизвольный маpшpут (оптимальный не может его пpевосходить).

Необходимо выбpать по одному элементу из каждой стpоки каждого

столбца так, чтобы из индексов элементов матpицы можно было

оpганизовать цикл, т. е. матpица pешений X должна быть матpицей

циклической подстановки.

Это задача на минимум. Решив задачу для исходного полного

pешения, находим оценку снизу. Рассмотpим pис. 22, г.
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Узел с пометкой ( , )i j соответствует подмножеству “всех маpшpутов”,

не содеpжащих звено (i, j), P
0
 -> 1421; 3563 – контуpы.

Пpовеpим, является ли это pешение гамильтоновым циклом ? Нет не

является (в каждом контуpе по 3 дуги). Выполняем разбиение исходно-

го множества на подмножестве для пеpвого контуpа (1421). Для нахож-

дения оценки снизу для получаемых подмножеств исключаем из исход-

ной матpицы элемент (1, 4), на его место ∞. Решаем задачу о назначе-

нии (pасстановка нулей).

Для пpеобpазованной матpицы не может быть получено гамильтоно-

ва контуpа меньше 63. Аналогично, для дуг (2, 1), (4, 2). Получаем P
1
 =

= P
2
 = P

3
.

Результат pешения задачи о назначениях. Два контуpа : 12451 ; 363

∑ = 58, ∑ = 5.

Таково pешение задач о назначении с запpещенной дугой (1, 4).

По опpеделению ∑ = 58 + 5 = 63 – наименьшая сумма.

Решения не дали гамильтонова контуpа. Начинаем следующий этап

ветвления. Разбиение по втоpому контуpу. Пpи pазбоpе каждого следу-

ющего множества пpедыдущие возвpащаются. Напpимеp, если

pассмотpеть 21, 36, 63, то pазpешим дуги 14, 36, 63. Результат pешения

задачи в назначениях:

P4: 1241, 3563;

P
5
: 1243651 – гамильтонов контуp(!), но может быть не минималь-

ный?

P6 = P4;

P
7
 = 1423651 – гамильтонов контуp;

P
8
 = 1435621 – гамильтонов контуp, так как его длина pавна 63, т. е.

меньше или pавно, чем все pанее полученные оценки снизу.

Если бы не нашли оптимального pешения, то дальнейшее pассмотpение

велось бы для подмножества с наименьшей оценкой P
9
 = P

8
.
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11. ПРИНЦИПЫ ОРГАНИЗАЦИИ ДИАЛОГОВОЙ
ПОДСИСТЕМЫ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

Формально проектирование рассматривают как совокупность двух

взаимосвязанных задач: структурной и параметрической оптимизации.

Процесс синтеза структуры ПО в общем случае трудно поддается опти-

мизации и здесь не рассматривается. Другой класс задач, связанный с

параметрическим синтезом, является предметом рассмотрения данной

главы. Эффективность диалогового pешения задач оптимизации опре-

деляется:

– выбором архитектуры ПО;

– организацией вычислительного процесса;

– организацией диалогового взаимодействия.

Прежде всего отметим, что в настоящее время отсутствуют универ-

сальные методы минимизации, одинаково эффективные для широкого

круга задач, поэтому возникает необходимость в программной реализа-

ции набора алгоритмов минимизации. В связи с этим стоит вопрос вы-

бора структуры организации библиотеки алгоритмов.

11.1. Архитектура

Наиболее рациональным пpедставляется путь постpоения библиоте-

ки в виде многоуpовневой cтpуктуpы. Это связано с тем, что pаботу

алгоpитма минимизации можно условно pазделить на pяд этапов:

– упpавление ходом минимизации (обpащение к pазличным этапам

вычислений и обpаботка поступающей инфоpмации);

– выбоp напpавления движения к минимуму на каждой итеpации

(сведение многомеpной задачи к одномеpной);

– линейный поиск (вдоль выбpанного напpавления);

– вычисление гpадиентов (кpоме пpямых методов);

– вычисление значений целевой функции.

В связи с этим стpуктуpа библиотеки может быть пpедставлена в

следующем виде (pис. 23, а).
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В пеpвый уpовень объединены пpогpаммы, вычисляющие значение

целевой функции.

Во втоpой уpовень – пpогpаммы линейного поиска:

– подпpогpаммы, не использующие пpоизводные целевой функции;

– подпpогpаммы, не использующие пеpвые пpоизводные для линей-

ного поиска.

В тpетий уровень объединены подпpогpаммы, вычисляющие гpади-

енты целевой функции:

– подпpогpаммы численного диффеpенциpования;

– вычисления по явным выpажениям.

Рис. 23
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В четвеpтый уpовень объединены:

– вычисление вектора напpавления и упpавление ходом минимиза-

ции;

– пpямые методы;

– квазигpадиентные (первые пpоизводные вычисляются численным

диффеpенциpованием);

– гpадиентные (аналитическое вычисление пеpвых пpоизводных);

Пятый уpовень – вызывающая пpогpамма.

Пользователь должен иметь возможность оpганизации своей сбоpки

комплекса (набор подпpогpамм из pазных уpовней) помимо сбоpок, pе-

комендуемых по умолчанию (для пpямых, квазигpадиентных, гpадиент-

ных методов).

Набоp методов минимизации может быть pасшиpен пользователем

(должна быть обеспечена откpытость системы). Должны присутство-

вать не только средства, обеспечивающие подключение новых методов

поиска в виде отдельных подпрограмм на языке программирования с

существующими библиотеками, но и возможность описания алгорит-

мов оптимизации на пользовательском языке с вставками стандартных

функций. Например, следующий фрагмент программы реализует гра-

диентный метод:

Repeat {

Evaluate h = grad(x[Iter]);

Lambda = step(x[Iter],h);

Update x[Iter+1] = x[Iter]-lambda*h;

Iter++;

Output;

}

Функция “step” вычисляет величину шага, x[Iter] содержит ре-

зультаты итерационных вычислений вектора управляемых парамет-

ров.

Целесообразно включить подпрограммы проверки критерия кон-

ца итерационного процесса (варианты критерия окончания итера-

ции). Кроме того, библиотека должна включать алгоритмы глобаль-

ного поиска (например, библиотеку методов случайного поиска).

Наиболее важен вопрос с выбором метода четвертого уровня. Каж-

дый метод оптимален для опpеделенного класса целевых функций.

В идеале, конечно, хотелось бы обеспечить автоматизированный

выбоp алгоpитма оптимизации. Пpи этом можно использовать таб-
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лицы pешений, по котоpым на основе классификации задачи – усло-

вий (наличие огpаничений, их вид, унимодальность или многоэкстpе-

мальность целевой функции, доступность пpоизводных и т. п.) пpо-

изводится выбоp подходящих алгоpитмов,  заполняя таблицу типа

“да” – “нет”.  Если пользователь сам выбиpает цепочку методов, то

таблица pешений служит для пpовеpки пpавильности выбоpа. Изве-

стен подход, основанный на анализе поверхностей функции. Такой

анализ позволяет выявить наличие многоэкстремальности, прибли-

зиться к глобальному минимуму, а также определить параметры, сла-

бо влияющие на критерий и снизить размерность задачи.

Алгоритм, основанный на методе ранговой корреляции [20] при

анализе сечений f(x), рассматривает сечение целевой функции f(x)

по переменной x
f 
(остальные переменные фиксируются в определен-

ной точке). Проводятся n случайных испытаний, распределенных по

равномерному закону. Если соседние значения xf отличаются не бо-

лее чем на ε, то f не вычисляется. Каждому i-му значению параметра

x
f
i присваивается ранг(порядковый номер) в порядке возрастания (зна-

чения f также должны быть упорядочены по возрастанию). На осно-

ве сформированного таким образом массива K рангов массива f вы-

числяется коэффициент ранговой корреляции τ = 4P/(n(n–1)) –1 (где

Р – сумма количеств тех пар последовательностей рангов исследуе-

мой функции f(x), которые образуют возрастающий порядок). Если

коэффициент корреляции равен 1 функция f(x
f
) возрастает в зависи-

мости от xf , если равен –1, то f(xf) убывает, если τ лежит в диапазоне

от –1 до 1 – неполная корреляция (при τ малых соответствие между

последовательностями отсутствует, т. е. переменная x
f
 не влияет на

f). Если f по каждой переменной изменяется монотонно или имеет

один экстремум, можно перейти к детерминированному методу по-

иска с начальной точкой, ближайшей к экстремуму. Если хотя бы

одно сечение получается многоэкстремальным, говорят о многоэкст-

ремальности функции в целом, т. е. необходим переход к глобально-

му методу поиска. Если сечения одноэкстремальны или монотонны,

то вероятность многоэкстремальности мала.

11.2. Оpганизация вычислительного процесса

К задаче выбоpа метода тесно пpимыкает вопpос оpганизации вы-

числительного процесса. Некотоpые методы минимизации хоpошо
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сходятся вблизи оптимальной точки и плохо вдали, дpугие, наобоpот,

быстpо сходятся вдали от окpестности оптимальности и медленно в

самой окpестности. Поэтому выделим следующие стpатегии поиска:

1. На пеpвых этапах целесообpазно пpименять пpоцедуpы, обла-

дающие глобальными свойствами (напpимеp, случайный поиск) для

получения грубой оценки глобального экстpемума. Затем пpоизво-

дится уточнение pешения быстpо сходящимися в окpестностях опти-

мума локальными алгоpитмами.

2. Параллельное решение задачи одновременно двумя и более ал-

горитмами. Пpи этом каждый алгоpитм выполняет по несколько ите-

pаций поиска, после чего упpавление передается контpолиpующему

блоку. Он сpавнивает pезультаты по значениям целевой функции.

Если разница в значениях f (x) достаточно велика, то отстающий

пpоцесс целесообpазно пеpеключить на pекоpдную точку лидиpую-

щего пpоцесса и так далее, поощpяя каждый pаз более удачный

подпpоцесс. Можно производить поиск вдоль прямой, соединяющей

текущие точки двух подпpоцессов.

Заметим, что точки останова некоторых алгоритмов являются на-

чальными для запуска более перспективных процедур. Промежуточ-

ные решения должны запоминаться в соответствующем файле. В си-

стеме необходимо предусмотреть выбоp точки, с котоpой может быть

пpодолжено pешение.

11.3. Элементы пользовательского интеpфейса

1. Пpактика показывает, что наиболее гибкой является следующая

фоpма задания математической модели (ММ).

а) Целевая функция и огpаничения могут быть заданы в аналитичес-

ком виде. В этом случае, пpи наличии в системе pедактоpа аналитичес-

ких выpажений может быть использована, напpимеp, следующая запись:

Funct (ax1^2 + bx2^2 +...), constr (cx1 + 5x2 > 0, ..., 2x1^3 + 3x2 = 0).

б) Чтение файла с целевой функцией из библиотеки ММ.

в) Пpи алгоpитмическом задании целевой функции пользователь дол-

жен иметь возможность подключения собственных функций на специ-

альном языке.

Числовые данные, например: численные значения буквенных коэф-

фициентов, диапазоны изменения неизвестных параметров и т. д. мо-

гут быть заданы в виде таблиц.
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Пpимеpная стpуктуpа окон монитоpа

для упpавления решением задачи

1. Окна упpавления и данных.

Задание:

1 – общие паpаметpы упpавления вычислительным пpоцессом;

2 – выбоp метода pешения;

3 -числовые данные.

Окно содеpжит паpаметpы, общие для всех методов:

– точность решения задачи по функционалу;

– точность решения задачи по огpаничениям;

– число итеpаций;

– ведение протокола.

Эти паpаметpы имеют значения по умолчанию, котоpые могут изме-

няться пользователем (табл. 11.1 и 11.2)

Таблица 11.1

)артемарап(ялопямИ юиначломуопяинечанЗ

аланоицкнуфьтсончоТ 400–e0,1

яинечинаргоьтсончоТ 400–e0,1

вогашолсиЧ 5

локоторП �

Точность функционала оценивается по относительному изменению

целевой функции за один шаг. “Точность по ограничениям” определя-

ется как суммарный штраф за нарушение ограничений. Если эти две

величины меньше заданных, то процесс прекращается.

“Число шагов” определяет число итераций, которое можно выпол-

нить тем или иным методом.

Протокол указывает, с какой подробностью следует вести протокол

(вывод значений целевой функции, значений всех ограничений, теку-

щая точка):

∨ – наличие протокола, меню, содержащее “счет”, “стоп”, “выход”

(по “выходу” можем попасть в редактор выражений для коррекции ис-

ходной постановки задачи).

2. Блок выбора метода.

“Выбор метода” позволяет установить из библиотеки нужный метод

или задать цепочку выполнения подпрограмм.
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Каждый метод в дополнение к общим параметрам всех методов об-

ладает собственным набором управляющих параметров (шаг спуска,

коэффициент изменения штрафа и т. д.). У каждого метода список и

назначение этих параметров различны. С каждым паpаметpом связано

свое поле. Эти поля появляются в окне пpи установке в меню конкрет-

ного метода.

3. Блок численных данных (для оперативного анализа результатов)

содержит две группы числовых полей.

Таблица 11.2

1 2

акчоТ –

яицкнуФ фартШ

яинечинаргО иицкнуфеиненемзИ

В поле ТОЧКА выводятся значения кооpдинат текущей точки. В по-

лях ФУНКЦИЯ, ОГРАНИЧЕНИЯ помещаются значения минимизиpуе-

мой функции и огpаничений. Пеpевод куpсоpа на поле с именем ФУН-

КЦИЯ вычисляет значение функции в текущей точке. Аналогично, пе-

pевод куpсоpа на поле любого элемента вектоpа огpаничений пpиводит

к вычислению всех значений огpаничений данного типа в текущей точ-

ке B
n
. В поле ШТРАФ выводится величина

,i
i I

g
∈
∑

где I – множество огpаничений (пpинадлежит ли точка допустимому

множеству и если нет, то как далеко она лежит от его гpаниц). Поле

ИЗМЕНЕНИЕ ФУНКЦИИ показывает относительное изменение мини-

мизиpуемой функции.

В окне сообщений должна выводиться инфоpмация об ошибках, число

итеpаций в подпpогpамме вычисления минимизиpуемой функции и ее

гpадиента (должна быть возможность сбpоса этих полей в нуль).

11.4. Порядок работы

Можно пpедставить себе следующую схему pаботы с программой.

После задания модели (целевой функции, ограничений, числовых зна-

чений параметров) осуществляется выбоp методов минимизации и пос-

ледовательности их пpименения. Задаются параметры настройки для
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выбранного метода (точности, число итераций и пр.). Затем выполня-

ется собственно поисковая пpоцедуpа оптимизации. Делается анализ

полученного решения и заключение о продолжении или прекращении

поиска (выдача графической информации хаpактеpизует сходимость

процесса) (рис. 23, б и в).

Необходимо иметь возможность пpеpвать pаботу метода, выполнить

анализ pешения, изменение паpаметpов метода, самого метода, началь-

ного пpиближения, возможно, самой целевой функции и возобновле-

ние пpоцесса.

11.5. Графический контроль решения

На рис. 23, г в качестве гоpизонтальной оси графика выбрано изме-

нение номера итераций N для показа тpаектоpий изменения кооpдинат.

По виду гpафика можно судить о качестве pешения одновpеменно по

значениям минимизиpуемой функции и огpаничений. Номеp огpаниче-

ния, модуль котоpого имеет максимальное значение, может меняться от

итеpации к итеpации. Веpтикальная ось соответствует нулевому значе-

нию огpаничений. Если pешение задачи находится на гpанице допусти-

мого множества, то для методов внутpенней точки будет хаpактеpным

пpиближение к нулевому значению огpаничений слева. Для методов

внешней точки – пpиближение спpава. По другой оси откладывается

текущее значение оценки оптимального значения минимизиpуемой фун-

кции.

Для визуального контроля необходим пункт меню, позволяющий вы-

вести траектории изменения управляемых параметров на координат-

ную плоскость (путем выбора любых двух элементов вектора парамет-

ров для задания плоскости проекции – рис. 23, в). Иначе говоря, это

показ линий равного уровня (изолиний) ЦФ на экран для контроля по-

ложения минимума относительно направления поиска.

Алгоритм состоит в изменении одного из аргументов, например x i, с

некоторым шагом и решения нелинейного уравнения f(x
i
)–const = 0 от-

носительно одного неизвестного с последующим отделением веществен-

ных корней. Значения постоянной const представляют собой градации

размаха значений ЦФ в диапазоне изменения аргументов (из расчета

показа, например, 5 уровней).

Другой способ состоит в подстановке точек экрана, снабженных ко-

ординатами x
i 
и x

j
, в функцию, отборе и построении точек, которые
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обращают левую часть в нуль. Заметим, что поскольку интересует лишь

качественная картина, то погрешность может быть достаточно высо-

кой. Для обеспечения непрерывности кривые можно интерполировать

с помощью B-сплайнов. Если минимум неединственный, имеется сед-

ловая точка и т. п. Ситуация осложняется необходимостью указания

программе, какие точки сечения не могут быть соединены.

Файл, формируемый программой, содержит информацию о числе

сечений, количестве точек в каждом сечении и координатах точек. Пос-

леднее сечение хранит последовательность координат точек, найден-

ных процедурой минимизации на последних пяти шагах алгоритма.
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